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ELŐSZÓ 


Az analízis szó görög eredetű, jelentése "elemzés". A matematikában ez a 
szó mintegy háromszáz éve egy nagy és fontos tudományág megjelölésére 
használatos, de ennek tárgyát és feladatát a szó eredeti jelentése nem jut- 
tatja kifejezésre. Az analízis feladata olyan eljárások keresése, amelyek révén 
valamely keresett mennyiség számára tetszőlegesen kicsiny hibájú közelítő 
értékeket lehet megadni. 

A matematikai analízis a matematikának azokat a fejezeteit öleli fel, ame- 
lyek szorosan kapcsolódnak a függvény és a határérték fogalmához, a diffe- 
renciál- és az integrálszámításhoz, a végtelen sorozatok, sorok fogalmához, a, 
differenciálegyenletek elméletéhez, stb. 

A matematikai analízis kialakítása a XVII. században kezdődött el, 
amikor szükségessé vált a mozgással kapcsolatos folyamatok tanulmányozása 
az asztronómiában, fizikában. Szükségessé vált továbbá a változó mennyi- 
ségek vizsgálata is, amely a függvények bevezetéséhez vezetett. — Több 
neves tudós (Kepler, Ferma, Barrow) részeredményei vezettek oda, hogy a 
XVII. században egymástól függetlenül I. Newton (1643-1707) és Leibniz 
(német, 1646-1716) más-más megközelítéssel megalapozták a differenciál- és 
integrálszámítást. E számítások tárgyának: a függvénynek a fogalma együtt 
fejlődött az elmélettel. Descartes a század első felében még minden olyan 
görbét távol kívánt tartani, amely nem definiálható algebrai műveletekkel. 
A differenciál- és integrálszámításból megszülető matematikai analízisben 
azonban rendre polgárjogot nyertek az algebraiakon kívül más egyszerű 
függvények is, mint a logaritmus-, exponenciális, trigonometrikus és arcus- 
függvények. Ekkor a matematikusok még meg voltak győződve arról, hogy 
bármilyen kis szakaszon ismerve a függvényt, le lehet abból vezetni azt a 
törvényszerűséget, amelynek a függvény teljes menetében eleget tesz. Ez a 
felfogás gyökeresen megdőlt a XVIII. század végén és a XIX. század elején a 
trigonometrikus sorok vizsgálatának kapcsán. 

Az analízis alapfogalmainak precíz és elvontabb megalkotása a fejlődés je- 
lentős mérföldköveit jelentette. Newton (aki egyben az egyetemes tömegvon- 
zás feltalálója) elsőként vezette be a derivált fogalmát "fluxus" elnevezéssel. 
Leibniz használta elsőként azt a jelölést, amelyet a derivált és az integrál 
megjelölésére a jelenlegi modern matematika is alkalmaz. 

Azonban Newton és Leibniz dolgazataiban hiányzott egy alapvető fogalom 
és eszköz - a határátmenet fogalma. A határátmenet modern értelmezését a 
matematikában Euler (svájci, 1707-1783), Jean D" Alembert (francia, 1717- 
1783) és mások dolgozatainak köszönhetően Cauchy-nak (francia, 1789-1857) 
sikerült bevezetni és segítségével egzakt módon definiálni a matematikai 
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analízis alapvető műveleteit a difflerenciál- és integrálszámításban. Bolzano 
prágai matematikus, aki Cauchy-val egyidőben a határérték és folytonosság 
tekintetében hasonló elvekhez jutott el, volt az első, aki példát szerkesztett 
folytonos, de sehol sem differenciálható függvényre, ezt a példát azonban 
nem közölhette. Weierstrass 1861-től kezdve előadásaiban, 1872-ban pedig 
egy dolgozatában nyilvánosan taglalta a kérdést, s egy nevezetes példát is 
közölt sehol sem differenciálható folytonos függvényre. Később ezek a példák 
megsokszorozódtak, mind egyszerűbbeket fedeztek fel. A valós függvények 
elméletének modern fejezete ezektől a példáktól számítható. A Riemann-féle 
integrál, Jordan és Peano mértékelmélete az analízis új irányának előfutárai. 
R. Baire, E. Borel és H. Lebesgue munkái révén születik meg végül a mo- 
dern valós függvénytan. Lebesgue alkotta meg a mérték és integrál új és 
általánosabb fogalmát, és az új integrálelmélettel párhuzamosan a deriválás 
elméletét is kiépítette. 

Vegyük észre, hogy igazából két évszázadra volt szükség a matematikai 
analízis elméletének egzakt megfogalmazására. 

Korszerű elektronikus tankönyvünk tizenkét fejezetében nagy hangsúlyt 
fektetünk az analízis alapjainak tárgyalására, amely a logisztikai folyama- 
tok tanulmányozásához és a sztochasztikus modellezéshez szükséges fogalmak 
pontos bevezetését jelenti. Meggyőződésünk, hogy szilárd alapokra nemcsak 
azoknak van szükségük, akik az analízis magasabb fejezeteit kívánják el- 
sajátítani, hanem azoknak is, akik alkalmazzák. A tananyag összeállítása 
a matematikai kézikönyvek szokásos felépítését követi, egységes és komp- 
lex. A Kalkulus elektronikus jegyzet célja a határérték, a folytonosság és 
a differenciálhányados fogalmának fokozatos, a szemléletre is támaszkodó 
kialakítása és a rájuk épülő elmélet tárgyalása, továbbá az elmélethez 
szorosan kapcsolódó fontosabb alkalmazások áttekintése. E nehéz anyag 
megértésének elősegítésére számos megoldott feladatot és szemléltető ábrát 
illesztettünk be az elektronikus tananyagba. A feladatok között néhány ne- 
hezebb, invenciót igénylő példával is találkozhatnak a hallgatók. Az önálló 
tanulásra is alkalmas tankönyv az alapképzések matematikai anyagánál 
helyenként részletesebb, így a Kalkulus tananyagot a hallgatók későbbi 
tanulmányaik során is kiválóan használhatják. 


Miskolc, 2010. április 12. 


A Szerzők 





1 HALMAZELMÉLETI ALAPFOGALMAK 


1.1 JELÖLÉSEK, ELNEVEZÉSEK 


A mindennapi életben, különböző tudományágakban, így a matematikában 
is, sokszor beszélünk bizonyos, a valóságban létező, vagy a gondolatunkban 
kialakított objektumok, dolgok, fogalmak összességéről. Így például min- 
denki tudja miről van szó, amikor említjük a bolygók sokaságát, az elsőéves 
főiskolai hallgatókat, az egyetemi oktatókat, a trigonometrikus függvények 
osztályát, a természetes számokat. A matematikában az összesség, a sokaság 
és más hasonló értelmű szavak helyett a halmaz elnevezést használják. A 
halmazt nem definiáljuk, hanem alapfogalomnak tekintjük. Középiskolás 
tanulmányainkból ismeretes, hogy ugyancsak definíció nélkül, alapfoga- 
lomként használjuk például a pont, a sík fogalmát is. A halmaz és a halmaz 
eleme fogalmát matematikai absztrakciónak tekintjük. 

A halmazokat általában nagybetűkkel 


A, B, C, ..., X,Y, 2, ...5 Aa, A2, Az, ..-, 
elemeiket kisbetűkkel jelöljük: 
a DC sss, 2 ess ds Ügy sére 
Azt a tényt, hogy z az X halmaz eleme, így jelöljük: 
rex, 
míg azt, hogy a nem eleme az A halmaznak az 
ag A 


szimbólummal jelöljük. Egy halmazt akkor tekintünk adottnak, ha is- 
merjük az összes elemét, vagy azokat a tulajdonságokat melyek segítségével 
egyértelműen el tudjuk dönteni bármely elemről, dologról, hogy hozzátartozik- 
e a halmazhoz vagy sem. A halmazokat kétféleképpen tudjuk megadni. Ele- 
meinek felsorolásával, kapcsos zárójelbe téve ezt a felsorolást. Például így: 


A — (2,4,6,8), B — fa,b,c,d), X — (1,5,10,15), 
F — (Duna, Tisza), H — (hétfő, kedd, szerda, csütörtök, péntek]. 


Ez a megadási mód véges számú elemből álló halmazokra alkalmas. Számos 
esetben ez a megadási mód kényelmetlen, esetleg lehetetlen. Ilyenkor a hal- 
mazt elemeinek tulajdonságaival írjuk le. 
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Emlékeztetőül megadjuk néhány nevezetes számhalmaz jelölését: 


N — (1, 2,...h, a pozitív természetes számok halmaza; 

Ng — (0, 1, 2, ...), a természetes számok halmaza a nullával bővítve; 

Z —(..., —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, ...), az egész számok halmaza; 

Z7r—(1,2,3, ...), a pozitív egész számok halmaza; 

27 —(..., —3, —2, —1)b, a negatív egész számok halmaza; 

2 — 4 peZ, g E (ZWOzk , (p, 9) — 1) , a racionális számok halmaza; 
g 

R — (racionális és irracionális számokl, a valós számok halmaza. 





Azt a tényt, hogy a C halmaz a T tulajdonsággal rendelkező z elemekből áll, 
így fejezzük ki: 


C—-—(x2:T(2) vagy €C—ífzr]T(2h 


Például 





4A4—(fr:la]c2.1EeR) 


jelenti a 2-nél kisebb abszolút értékű valós számok halmazát, 











B— ((xy):375y—-9 :eRyeR) 


pedig az origó középpontú 3-sugarú kör kerületi pontjainak halmazát. Legyen 
az A halmaz a —2-nél nagyobb és 10-nél kisebb egész számok halmaza: 


A—(f(a:—2ca c10,ac€Zh]. 
Ezt a halmazt elemei felsorolásával is megadhattuk volna: 
A — (—1,0,1,2,3,4,5, 6, 7, 8, 9] 


Egy elem csak egyszer fordulhat elő egy halmazban. 


1.1.1. Definíció (üres halmaz) 
Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, üres halmaznak nevezzük. 
Jelölése: 0. 


Például az 





A—(reR:r?-1-4—0) 


halmaz üres, mivel x? -- 4 — 0 semmilyen valós számra, nem teljesül, azaz 


A — 0. 
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1.1.2. Definíció (egyenlő halmazok) 
Az A és B halmazok egyenlőek, ha elemeik ugyanazok, azaz 


TEAS xEB. 


Jelölése: A— B. Tagadását A £ B módon jelöljük. 
Az 1.1.2. Definícióból következik, hogy csak egy üres halmaz létezik, illetve 
a halmaz elemek megadási sorrendje tetszőleges. Például: 

A — (2,4,6)— B — (4,2,6)— C — (6,2,4)— D — (6, 4,2)— E — (4,6,2)— F — (2,6, 4). 
1.1.3. Definíció (részhalmaz) 
Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha mindenx e A eseténre B is 
teljesül, azaz 








1eE AG xeB. 
Jelölése: AC B vagy BD A. 


Az 1.1.3. Definíció szerint minden halmaz részhalmaza önmagának és az üres 
halmaz minden halmaznak részhalmaza. Például: 


ACcCA, ÜcB, Üc X. 


1.1.4. Definíció (valódi részhalmaz) 
Az A halmaz valódi részhalmaza a B halmaznak, ha AC B, de AZA B. 


Ez azt jelenti, hogy van B-nek A-ba nem tartozó eleme is. Az üres halmaz 
valódi részhalmaza bármelyik nemüres halmaznak. 


1.1.5. Megjegyzés 
Két halmaz egyenlőségét így is megfogalmazhatjuk: Az A és B halmazok 
akkor és csak akkor egyenlők, ha 


AcB és BC A. 
1.1.6. Példa 
Egyenlő-e az 0 és a 10) halmaz? 
Megoldás: , 
Az üres halmaznak nincs eleme. A második halmaz egy-elemű. Igy a két 


halmaz nem egyenlő. 


1.1.7. Megjegyzés 

Az € és a C jelek különböző jelentésűek. Az első egy elemet és egy halmazt 
köt össze, a második egy halmazt kapcsol egy másik halmazhoz. Nézzük meg 
konkrét példákon keresztül, a halmaz eleme (€) és a részhalmaz (C ill. 2) 
fogalmak és a nekik megfelelő jelek közötti különbséget! 


ösíÍL2s de 22 (1,2,3): 
fm éíL23h de fGjcin2zá 
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1.1.8. Definíció (véges halmaz) 
Egy halmazt végesnek nevezünk, ha elemeinek száma véges. Ellenkező esetben 
végtelennek mondjuk. Véges halmaz számosságán elemeinek számát értjük. 


1.1.9. Példa 
Az A — (2,—4,6, 7, 10, 14, 100, 2006) halmaz számossága 8, azaz [AJ — 8 és 
aB—-í(fzre€R: 1? 4 52 7-6 — 0) számossága 2, mert 








B—-(xseR:a2? 1521 6— 0) — (—2,—3]. 


1.1.10. Megjegyzés 

A természetes számok N halmazának számosságát megszámlálhatóan 
végtelennek mondjuk. A valós számok R halmazának számossága kontinu- 
um. 





1.1.11. Definíció (halmazrendszer) 
Egy olyan nemüres halmazt, amelynek elemei maguk is halmazok, hal- 
mazrendszernek vagy halmazcsaládnak nevezünk. 


1.1.12. Definíció (indexelt halmazrendszer) 
Ha I £ 0 egy (úgynevezett) indexhalmaz és bármely i e I esetén adott egy 
A; halmaz, akkor az 


halmazt I -vel indexelt halmazrendszernek nevezzük. 


1.1.13. Definíció (hatványhalmaz) 
Egy A halmaz összes részhalmazából álló halmazt az A halmaz hatványhalmazának 
nevezzük és P(A)-val jelöljük. 


1.1.14. Példa 
Határozzuk meg az A — (a, b, cb halmaz hatványhalmazát! 


Megoldás: 
P(A) — (B, (a), (by. fel, (a, bt, (a,c) , (b. , Aj 
1.1.15. Megjegyzés 


A három elemű halmaznak, mint láttuk 2? — 8 részhalmaza van.  Bi- 
zonyítható, hogy egy n elemű véges halmaznak összesen 2" részhalmaza van. 
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1.2 MŰVELETEK HALMAZOKKAL 


Három műveletet értelmezünk: 
1. a halmazok egyesítését (unióját); 
2. a halmazok közös részét (metszetét ) ; 
3. a halmazok különbségét. 


1.2.1. Megjegyzés 

A halmazok számos esetben jól szemléltethetők zárt görbével határolt 
síkidomokkal (körlap, téglalap, ellipszis), a halmazokhoz tartozó elemek 
pedig a halmazt ábrázoló síkidom belsejében lévő pontokkal. Az ilyen jellegű 
ábrát Venn-diagramnak nevezzük. 


1.2.2. Megjegyzés 

John Venn (1834 - 1923), angol matematikus. Venn édesanyja korán meghalt, 
mikor gyermeke még egészen kicsi volt. Apja a drypool-i egyházközség 
vezetője volt és nagyapja is lelkész volt. Mindketten fontos szerepet töltöttek 
be az evangélikus egyházban. Nem volt tehát kérdéses, hogy az ifjú John 
Venn-nek is a papi hivatást kell választania. 1853-ban kezdte egyetemi 
tanulmányait Cambridge-ben. A második évben derült ki matematikai 
tehetsége, mikor hatodik lett a matematikai díjazottak közt. 1859-ben, 
diplomája megszerzése után két évvel pappá szentelték. S ezután Cheshunt- 
ban, Hertfordshire-ben majd Mortlake-ben teljesített szolgálatot. 1862-ben 
visszatért Camebridge-be, ahol egyetemi tanári állást kapott, s többek közt 
logikát tanított. Venn kiterjesztette Boole logikáját, és leginkább grafikus 
ábrázolási módjáról ismert. 1883-ban Venn-t a híres Royal Society tagjává 
választották. 


1.2.3. Definíció (halmazok egyesítése) 

Az A és B halmazok egyesítésén vagy unióján azoknak az elemeknek a hal- 
mazát értjük, amelyek legalább az egyik halmazban benne vannak. Jelölése: 
AU B. Azaz 


AUB —(x:rxreA vagy ze B]. 


Az 1.1. Ábrán az A és B halmaz uniója látható: 


e 
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1.2.5. Definíció (halmazok különbsége) 
Az A és B halmaz különbs 
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tartoznak, de nincsenek benne B-ben. 
Jelölése: AV B. 


AVB-ífr:reAészgbB]. 





1.3. ábra 


1.2.6. Definíció (komplementer halmaz) 
Legyen A a H halmaz részhalmaza: AC H. Ekkor a 


HVA:—-fr:reHés:igAAl 


halmazt az A halmaz H-ra vonatkozó komplementerének nevezzük (kiegészítő 
halmazának nevezzük). (Lásd az 1.4. ábrát.) 
Jelölése: A vagy Ag. 





1.4. ábra 
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1.2.7. Definíció (diszjunkt halmazok) 
Az A és B halmazok diszjunktak, ha metszetük üres halmaz: 


AnB — 0. 





1.5. ábra 


1.2.8. Példa 
Legyen A — (2,4,6,8,10) és B — ín € No: n — 7). Ekkor: 


AU B — (0,1,2,3,4,5,6, 8, 10). 


1.2.9. Példa 
Legyen A — Ípozitív páros számokl, B — ífpozitív páratlan számokl és 
C — (0). Ekkor: 


AU B — (1,2,3,4, 5, ...) — N; AUBUC — (0,1,2,3,...4 — No. 


1.2.10. Példa 

Legyen A — (pozitív páros számok) — (2), 4, 6, 8, 10, ...) és 

B — (az 5-tel osztható természetes számok) — (5, 10,15, 20, 25, 30, ... b. 
Ekkor: 


An B — (10, 20, 30, 40, ...4 — (a 10-el osztható természetes számokb. 


1.3 AZ UNIÓ ÉS A METSZET TULAJDONSÁGAI 


1.3.1. Tétel (műveleti szabályok) 
Legyenek A, B és C tetszőleges halmazok. Ekkor érvényesek az alábbi tulaj- 
donságok: 


1. Kommutativitás: AU B— BU A, illtve AnB— Bn A; 
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2. Asszociativitás: AU(BUC) — (AU B) U €), illetve 
An(BnC) —(AnB)nC; 


3. Idempotens tulajdonság: AU A — A, illetve An A — A; 
4. Elnyelési tulajdonság: AU(An B) — A, illetve AN(AU B) — A; 


5. Disztributivitás: AU(BNC) — (AU B) n(AU CO), illetve 
An(BUC) —(AnB)U(An 0); 


6. Üres halmazzal való művelet: AU 0 — A, illetve AN — 0. 











A tétel bizonyítása a műveletek definíciójából következik. 





1.3.2. Megjegyzés 
Könnyen belátható, hogy a komplementer felhasználásával a H alaphalmaz 
A és B részhalmazaira az AV B különbséget a következőképpen fejezhetjük 
ki: 

AVB- AN By. 


Valamely H alaphalmaz A és B részhalmazaira teljesülnek az alábbi 
állításban kimondott tulajdonságok. 


1.3.3. Tétel (részhalmazok és komplementerek tulajdonságai) 
HaACH és BC H, akkor: 


1. Ap — A 


2. An Ag — 0 illetve AU Ay — H 








3. AnB—AUB iletve AUB— An B, ahol minden komplementer a 
H halmazra, vonatkozik. 


Bizonyítás: 

Bizonyítsuk a An B — AU B De-Morgan féle képletet! 
Legyen xr e H tetszőleges eleme H-nak. Ekkor z c€ AnB akkor és csak 
akkor, haz 2(An B). Az: 2 (An B) reláció akkor és csak akkor teljesül, 
haz Z Avagy 2 Z B. Ezért xx Z A vagy z Z B akkor és csak akkor, ha 
ze Avagy x € B. Tehát igaz, hogy AnB— AU B. 
A második De Morgan képletet bizonyítása analóg. 
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1.3.4. Megjegyzés 

Augustus de Morgan (1806 - 1871), angol matematikus. Bevezette a tel- 
jes indukció használatát és a De Morgan-azonosságnak nevezett szabályokat. 
Indiában született, családja ötödik gyermekeként. Nem sokkal születése után 
elvesztette szeme világát, s amikor 7 hónapos volt, visszatértek Angliába. 
1823-ban, 16 évesen a Cambridge-i Irinity College diákja lett, ahol többek 
között George Peacock is tanította. 1827-ben az újjáalapított Londoni Uni- 
versity College-ben megpályázott egy állást a Matematika Tanszéken, s annak 
ellenére, hogy addig nem jelent meg matematikai publikációja, meg is kapta 
az állást. 1828-ban az University College első matematika professzora lett. 
1831-ben lemondott a posztjáról egy elvi vita miatt, azonban 1836-ban újra 
megkapta ugyanazt a tisztséget, amelyet aztán 1866-ig meg is tartott, amikor 
egy újabb elvi vita miatt ismét lemondott. Az Aritmetika elemei című könyve 
1830-ban érte meg a második kiadást, amelyet még számos másik követett az 
idők folyamán. 1838-ban definiálta és bevezette az úgynevezett matematikai 
indukciót, ez a kifejezés először Induction (Mathematics) című művében je- 
lenik meg, amit a Penny Cyclopedia-ba írt. Az évek során további 712 cikket 
írt ebbe az enciklopédiába, melyet a Society for the Diffusion of Useful Knowl- 
edge jelentetett meg, ugyanaz a társaság ami a későbbiek folyamán London 
University-t alapították, s akik de Morgan másik híres művét, A differenciál- 
és integrálszámítás-t is kiadta. 1849-ben publikált még egy művet a kom- 
plex számok geometriai értelmezéséről, majd bevezette a ma De Morgan- 
azonosságként ismert szabályokat, melyekkel nagyban hozzájárult a matem- 
atikai logika megreformálásához. De Morgan-t mindig érdekelték a furcsa 
számtani tények, és 1864-es írásában megjegyezte, hogy éppen 2 éves, és 
éppen az 12-edik évet írják, ugyanis 43 éves volt 1849-ben. 


1.3.5. Példa , 
Legyen A— ír:z€R li] c3jés B—íxr:zxz€R,r 5 0). Írjuk fel az Ar, 
BR, ANB, AUB, AVB halmazokat! 








Megoldás: 





4Ag—(z:zERlzl23k 
Bg—-(xr:3E€R x Cx0]l. 





Mivel az A és B halmaz közös elemei a háromnál kisebb pozitív valós számok, 
ezért 





4AnB-ífr:rEeEROczioa3]. 


Az A és B halmaz uniója mindkét halmaz valamennyi elemét tartalmazza, 
ezért 
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4UB-ífr:reRlR,z5 —3]. 


Az AB halmaz A-nak azokat az elemeit tartalmazza, amelyek nem tartoznak 
B-hez, így 





4AVB-í(fr:rEeR —3c7169€0). 


1.3.6. Példa 
Legyen A — ((z,y) €eRt]ly—arxi-b) és B — ((r,y eRt]ly—cr- db. 
Mit mondhatunk az a,b,c,d paraméterekről, ha tudjuk, hogy 








a) AB — A; 

b) AB — 0; 

c) An B — ((0,0)); 

d) (00) 01) HETAA B] 


Megoldás: 





Az A és B halmazok elemei az R? sík egy-egy egyenesének pontjai. 


a) Ha AB — A, akkor a két egyenesnek nincs közös pontja, azaz 
párhuzamosak, de nem esnek egybe. Ekkor a — c és b - d. 


b) Ha AWB — 0, akkor minden pont közös, vagyis a — c, és b — d. 


c) Ha An B — ((0,0)) , akkor a két egyenes az origóban metszi egymást 
és ez az egy közös pontjuk van. Tehát a - c és b— d — 0. 


d) Ekkor az egyenesek a két adott pontot biztosan tartalmazzák, így 
egyértelműen meghatározottak. Vagyisa— c— —-—1lésb—d—-—l. 
A két egyenes egybe esik. 


1.3.7. Példa 
Igazoljuk, hogy tetszőleges A, B, C halmazokra 
a) A(BUC)—-ANnBnC; 
b) A(4nB)— AB; 
) (AB) 1 (A10) — ABU O); 
) 


c 


dj A(BAG et B Utát0, 
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Megoldás: 


a) A(BUC) -— An(BUC) -— An(BnC) -AnBnC 
b) A(4An B) -— An(AnB) — An(4UB) — (An4) U(An B) — 
U(AnB)—(4AnB)— AB 


c) (AB) n(4NC) — (AnB)n(AnO) — Aan4áAn BnC — An(BnC) — 
An(BUOC) — ABUC) 





d) A(BnC) — An(BnC) — An(BUOC) - (AnB)U(AnC) — 
(AB) U (AMC) 


1.3.8. Definíció (halmazok szimmetrikus különbsége) 
Az A és B halmaz szimmetrikus különbségén (szimmetrikus differenciáján) 
az 

(AN B)U(B VA) 


halmazt értjük. Jelölése: AA B. 


1.3.9. Megjegyzés 
Könnyen ellenőrizhető, hogy 


AAB —-(AUB) (An B). 
Az 1.3.8. Definícióból világosan kitűnik, hogy a A művelet kommutatív: 
AAB — BA, 


továbbá 
AABC AU B, 
és 
AMA — Ü), AA — A. 
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2  RELÁCIÓK, FÜGGVÉNYEK 


2.1 RENDEZETT ELEMPÁROK, DESCARTES-SZORZAT 


2.1.1. Definíció (rendezett elempárok) 
Két tetszőleges a és b elemből rendezett elempárt, amelyet alapfogalomnak 
tekintünk, úgy alkotunk, hogy a két elemet meghatározott sorrendben tekintjük 
és az (a,b) szimbólummal jelöljük; a-t az (a,b) rendezett elempár első, b-t 
pedig a második komponensének nevezzük. 


2.1.2. Megjegyzés 
A rendezett elempárra igaz, hogy 


(a,bb—(cdd EUüa-—-c és b—-d. 


2.1.3. Példa 
Rendezett elempárok: 


(Budapest, Duna), (Szeged, Tisza); 
(1,1), (2, 4), (3, 9), (4, 16). 


2.1.4. Definíció (halmazok direkt (Descartes-) szorzata) 

Az A és B halmaz direkt szorzatán (Descartes-szorzatán) pontosan azoknak 
a rendezett a, b) elempároknak a halmazát értjük, mely elempárok első kom- 
ponense A-beli, második pedig B-beli elem. Jelölése: 


Ax B:—((ab):ac A,bE B). 


2.1.5. Megjegyzés 

René du Peron Descartes (1596 - 1650), francia matematikus, fizikus és 
filozófus. Az analitikus geometria megalapozásával új korszakot nyitott 
a matematika történetében. Gazdag nemesi családból származott. Nyolc 
évesen a jezsuiták egyik iskolájába került. Onnan 1612-ben Párizsba ment 
és Mersenne-től matematikát tanult. 1617-ben katonának állt be a holland 
Orániai Móricz herceg hadseregébe. Innen a bajor hadsereghez szegődött. 
Sok csatában vett részt és számos országban megfordult, köztük hazánkban 
is. Érsekújvár ostromakor szemtanúja volt vezére halálának, ezért egy időre 
elment a kedve a katonáskodástól és visszatért Párizsba. 1629-ben Hol- 
landiában telepedett le és ott élt 20 évig. Nem nősült meg, idejét egy 
általános megismerési módszer keresésének szentelte. A skolasztika ellen- 
feleként hitt az értelmi megismerésben. 1637-ben jelent meg az Értekezések 
a módszerről című műve, amelyben a természetkutatás általános módszereit 
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dolgozta ki. A koordinátamódszert a mű Geometria című függeléke tar- 
talmazza. 1649-ben Krisztina királynő meghívására Svédországba ment az 
akadémia megszervezésére. Gyenge szervezete azonban nem bírta az északi 
klímát és 1650 elején tüdőgyulladásban meghalt. 


2.1.6. Példa , 
Legyen A — (1,2) és B — (2,3,4). Írjuk flaz Ax BésaBxB— B? 
halmaz elemeit! 


Megoldás: 
A x B — ((1,2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2,3), 2, 4) kh 
B x B — B? — ((2,2), (2, 3), (2, 4), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 2), (4, 3), (4, 4) 


2.1.7. Megjegyzés 
A direkt szorzás általában nem kommutatív művelet. Ezt az alábbi példa 
igazolja. 


2.1.8. Példa 
Ha A — (2,4) és B — (1,3), akkor 
A x B — ((2,1), (2, 3), (4, 1), (4, 3) 
B x A — ((1,2). (1. 4). (3.2). B. 4)h 
Tehát Ax BA B x A. 


Ismertetjük a direkt szorzat egyes tulajdonságait. 


2.1.9. Tétel (direkt szorzat tulajdonságai) 
Ha A, B és C tetszőleges halmazok, akkor: 


1 AxB-—-0Ü — A —0 vagy B —0; 


2. (AU B) x C— (Ax 0) U(B x 0); 


3. Ax (BUOC) — (Ax B) U(A x 0); 








s. ) ) 
m ) ) 
4. (AnB) x C— (Ax 0) N(B x 0); 
— (Ax B) ) 


5. Ax (BnC) -(Ax B) n(4 x 0); 
6. (AVB) x C— (Ax OY NB x 0); 


7. Ax (BVO) — (Ax B) W(A x 0); 
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8 BCCGS (Ax B) C(A x 0). 





Ezek a tulajdonságok közvetlenül a definícióból adódnak. 











2.1.10. Megjegyzés 

A rendezett párokhoz hasonlóan értelmezhető a rendezett elem hármasok, 
sőt a rendezett elem n-esek fogalma is. 

Az Ai X Az x ...An direkt szorzat elemei azok a rendezett (a1, a2, ..., an) elem 
n-esek, melyekre az E€ A1, az E Az, ..., an E An. 

2.1.11. Példa 

Legyen Ai — fa, 5t; Az — (1,2t; Az — (4.6). Írjuk fel az Az x Az x Az halmaz 


elemeit! 


Megoldás: 


A1x A2x Az — (a, 1, 4), (a, 1, 6), (a, 2, 4), (a, 2, 6), (5, 1, 4), (5, 1, 6), (5, 2, 4), (5, 2, 6) 


2.2  RELÁCIÓK 


2.2.1. Definíció (bináris (kétváltozós) reláció) 

Bináris (kétváltozós) relációnak nevezünk minden olyan halmazt, amelynek 
elemei rendezett párok. 

Legyen F bináris reláció és (a,b) F valamely eleme. Az (a,b) e F 
hozzátartozást a következőképpen is jelölhetjük: aFb. Olvasva: a az F 
relációban van b-vel, vagy F a-hoz a b-t rendeli. 


2.2.2. Példa 
F — ((1, 2), (a, 9), (4, 6) ) - bináris reláció. 
2.2.3. Definíció (bináris reláció értelmezési tartománya és értékkész- 
lete) 
Valamely bináris reláció elemeinek az első komponensetből alkotott halmazt a 
reláció értelmezési tartományának, a második komponenesetből származtatott 
halmazt pedig a bináris reláció értékkészletének nevezzük. Jelöljük az F 
bináris reláció értelmezési tartományát Dy-el, értékkészletét pedig Rp-el. 
2.2.4. Példa 
Ha F — í(1, 2), (a, 9), (4, 6) j, akkor 


DF — (1, a, 4); 
Rp ús (2, 9, 6). 
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2.2.5. Definíció (az A és B halmaz közötti reláció) 

Az Ax B direkt szorzat egy F C Ax B részhalmazát A és B közötti (bináris 
kétváltozós) relációnak, vagy A-ból B-be átvivő relációnak nevezzük. 

Ha A — B akkor azt mondjuk, hogy F reláció A-n. 


2.2.6. Példa 
Ha A — (1,2) és B — (2,3,4,5), akkor 


A x B — ((1,2), (1,3), (1, 4), (1, 5), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5)1 
és 
F-((1,2), (1.4), (2. JCAx B 
egy A-ból B-be átvivő reláció. 


2.2.7. Megjegyzés 
Nem szabad összekeverni a bináris reláció (lásd: 2.2.1. Definíció) és a két 
adott halmaz közötti reláció (lásd: 2.2.5. Definíció) fogalmát. 


2.2.8. Definíció (reláció inverze) 
Az FC Ax B reláció F7! inverze alatt a B x A halmaz alábbi részhalmazát 
értjük: 

F7!:— ((b,a) : (a hbEFC Ax B). 
2.2.9. Megjegyzés 
(a,b) e F akkor és csak akkor, ha (b, a) e F7!. Ezért azonnal adódik, hogy 
(F-1)"" — F. Az is látható, hogy Rp-i — Dp és Dp-i — Rp. 


2.2.10. Definíció (relációk kompozíciója) 
Legyenek F C(Ax B) és G C (B x C) adott relációk. Ezen relációk kom- 
pozíciója a következő reláció: 


G o F :— ((a,c) : 3b E B úgy, hogy (a,b) e F, (b.c) e G) 





A fenti definíció szerint G o F egy A és C közötti reláció. 


2.2.11. Példa 
Adottak az F — ((1:2), (2: 3), (3; 1), (4; 5), (5: 1). és a 
1) 


G — ((1; 5), (5; 4), (2; 4), (8; 1), (4; jrelkelok az A — (1,2, 3, 4, 5) halmazon. 
Határozzuk meg a (Fo G) N(GoF) relációt! 
Megoldás: 
F o G — ((1; 1), (2; 5), (3; 2), (4; 2), (5; 5) 
G o F — ((1; 4), (2; 1). (8; 5), (4; 4), (5; 591 
Tehát: 


(FoGYN(GoF) — ((5;5)t 
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2.2.12. Példa 
Adott az F — ((1;2),(2;3),(3;1),(4;5),(5;3)) bináris reláció az A — 
(1,2,3,4, 5) halmazon. Számítsuk ki az F? és az F? relációkat! 
Megoldás: 

FeFcrc1(43(21) (520643) (55ÚK 

FoF"—- FF" — ((1;1), (2 2), (3.3), (4; 1), (5; 29). 


2.2.13. Tétel (relációk kompozíciójának inverze) 
Legyenk FCAxB ésGC B —xdC tetszőleges relációk. Ekkor 





(Go F) ee ege a 


Bizonyítás: 

Mivel a Go F reláció elemei A x C-beli elempárok, ezért 
(GoF)!cCx A. Egy (c, a) elempár pontosan akkor tartozik (G o F)-1- 
hez, ha (a, c) €E Go F. Ez a tartalmazás akkor és csak akkor lehet érvényes, 
ha létezik b c B úgy hogy (a,b) e€ F és (b,c) e G. Ez a két tartalmazás 
egyenértékű azzal, hogy (c,b) e G7! és (b,a) e F7! valamilyen b e B-vel, 
tehát ha (c,a) e F7! o G7!. Ezzel megmutattuk, hogy a (c,a) € (Go F)"! 
és a (csa) E F71! o G7! összefüggések ekvivalensek. Így a tétel állítását 
beláttuk. 














2.2.14. Tétel (relációk kompozíciójának asszociativitása) 
Legyen adott az A, B, C és D halmaz. LegyeenFCAxB GCBxC és 
HC C x D tetszőleges relációk. Ekkor 


Ho(GoF)—(HoG)oF. 


Bizonyítás: 
A bizonyítást a szokott módon végezzük. Legyen (a, d) € Ho(GoF). Ekkor 
létezik olyan c ec C, hogy (c, d) € H és (a,c) E (Go F). Ez utóbbi miatt 
létezik olyan b ec B, hogy (a,b) e F és (b,c) e G. Viszont (c,d) e H és 
(b,c) E G miatt (b, d) e (H o G), így (a, d) E (Ho G) o F. 

Megfordítva: Ha (a, d) e (Ho 6) o F, akkor létezik b e B, hogy (a,b) e F és 
(b, d) e (Ho G). Emiatt létezik olyan c c C, hogy (b, c) € G és (c,d) € H. 
Igy (a, c) € (G o F), ahonnan adódik, hogy (a,d) € Ho(GoF). 
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2.3  RELÁCIÓK AZ A HALMAZON 


2.3.1. Definíció (parciális rendezés) 

Legyen adott az A nemüres halmaz. Egy RC Ax A relációt parciális ren- 
dezésnek (részben rendezésnek) nevezünk az A halmazon, ha, teljesülnek a 
következő feltételek: 


e az A halmaz minden 2 elemére (x, xr) e R, azaz a reláció reflexív; 


e az A halmaz minden x,y elemére ha (x,y) E R és (y,r) € R, akkor 
x — y, azaz a reláció antiszimmetrikus; 


e az A halmaz minden x,y, z elemére ha (x,y) E R és (y,2) e R, akkor 
(z, 2) € R, vagyis a reláció tranzitív. 


Ha R parciális rendezés A-n, akkor az A halmazt részben rendezett halmaznak 
nevezzük. 


2.3.2. Definíció (rendezési reláció) 
Legyen adott az A neműüres halmaz. Egy R C Ax A relációt rendezési 
relációnak nevezünk az A halmazon, ha teljesülnek a következő feltételek: 


e az A halmaz minden 2 elemére (xx, xr) e R, azaz a reláció reflexív; 


e az A halmaz minden x,y elemére ha (z,y) E R és (y,r) € R, akkor 
z — y, azaz a reláció antiszimmetrikus; 


e az A halmaz minden x,y, z elemére ha (x,y) E R és (y, 2) e R, akkor 
(z, 2) € R, vagyis a reláció tranzitív; 


e az A halmaz minden Tr, y elemére vagy (x,y) € R vagy (y, r) E R, azaz 
a reláció lineáris. 


Ha R rendezési reláció A-n, akkor az A halmazt rendezett halmaznak 
nevezzük. 


2.3.3. Példa 

Legyenek x,y, z különböző elemek és A — (r,y,zt. Adjuk meg az összes 
parciális rendezést az A halmazon, majd válasszuk ki ezek közül a rendezési 
relációkat! 
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Megoldás: 


Ax A; 


Ra 1 


1122), (4.y). (2, 2), (2, yb; 


R. s 


1122), (4. y), (2, 2), (48) ha 


Rz eszi 


(12.22), (4) (2.20. 6) Ge 


Ra :— 


(22). (4) (2.2) (22) fi 


Rz Fesz 


140): (y, y), (2, 2), (y, zh 


Rg Mei 


1127); (y, y), (2, 2), ESVE 


R; s 


plz ő (y, y), (2, 2), (az, y), (2, fi 


Rzg 4 


ték (y, y), (2, 2), (y, 2), (y, 2); 


R, s 


ta (y, y), (2, 2), (2, 2), (o) hi 


Rio E 


102); (y, y), (2, 2), (2, y), (2, Wyi 


Rau ú 


106 (y, y), (2, 2), (y, 7), (za) hi 


Ri12 ú 


1 (y, y), (2, 2), (2, 2), (y, E 


R13 j 


14. (y, y), (2, 2), (2, y), (y, 2), (2) ja 


Ria fi 


1122), (y, y), (2, 2), (y, 2), (2, 2), (y, 2); 
Rig :— 16, 2), (u, y), (252); (2, y), (7; 2), (2; yb 


Ris5 8 


1 (ező kae, 2) e uh hé) an hi 
Rig :— 10 T), (y.y): (2. 2), (4.7), (2, 2), E) ie 


R17 § 


166 tud (esz kese T9E) Ú0 [: 


Az utolsó hat reláció rendezési reláció is. 


Rig § 


Legyen adott az A nemüres halmaz. Egy RC Ax A relációt ekvivalencia- 
relációnak nevezünk az A halmazon, ha teljesülnek a következő feltételek: 


2.3.4. Definíció (ekvivalencia-reláció) 


e az A halmaz minden x elemére (r, xr) e R, azaz a reláció reflexív; 


e az A halmaz minden x,y elemére ha (x,y) E R, akkor (y, 1) e R, azaz 


a reláció szimmetrikus; 


e az A halmaz minden x,y, z elemére ha (x,y) E R és (y, 2) e R, akkor 


(z, 2) € R, vagyis a reláció tranzitív. 
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2.3.5. Példa 
Legyenek r, y, 2 különböző elemek és A — (r,y,z)b. Adjuk meg az összes 
ekvivalencia-relációt az A halmazon! 


Megoldás: 
R1— Ax 4; 
R, :— ((x,x),(y,y).(z.2)k 
Rz:— ((z,2),(y.y), (2.2), (x.y). (y,2)); 
Ra :— ((x,r),(y,y) (z, 2), (z, 2), (2.2) j; 
Bsz. ((z. 2). ív.) 0 2 wa 


2.3.6. Definíció (osztályozás) 
Legyen H egy nemüres halmaz. Az R halmazrendszert H egy osztályozásának 
nevezzük, ha 


e R elemei páronként diszjunktak; 
e minden A c esetén igaz, hoy AZ0 és AC H; 
e UR — H. 


2.3.7. Példa 
Legyenek xz, y, z különböző elemek és H — (ír, y, 2). Adjuk meg a H halmaz 
összes osztályozását! 


Megoldás: 
A H halmaz osztályozásai az alábbi halmazrendszerek: 


R:— (rí 
Kes jizhinekji 
Rz:— (fyh (zzz; 
R.:— ((zhí(zybi 
R; : ((2y.2h 
2.3.8. Tétel (osztályozás és ekvivalencia-reláció kapcsolata) 
Ha xR egy osztályozása H-nak, akkor megadható H-n egy ekvivalencia-reláció. 


Fordítva: ha adott egy ekvivalencia-reláció H-n, úgy megadható H-nak egy 
osztályozása. 
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Bizonyítás: 

Tegyük fel, hogy R egy osztályozása H-nak. Vezessük be a o relációt a H 
halmazon úgy, hogy (x,y) € o, ha létezik olyan A e R, hogy z € A és y € A. 
Ellenőrizzük, hogy az így bevezetett o reláció ekvivalencia-reláció! 

o reflexív, mert bármely a e H esetén UR — H miatt van olyan A € R hal- 
maz, hogy a € A; tehát aoa. Ha aob, akkor van olyan A € R, hogy a,b € A; 
azaz boa ugyancsak teljesül, így o szimmetrikus is. Ha aob és boc, akkor van 
olyan A c Rés BE R, hogy ab E Aésb ce B. Ekkorb e (An B), az 
R osztályozás azonban diszjunkt halmazokból áll, amiből A — B következik. 
Vagyis a, c e A, tehát aoc is teljesül, ami o tranzitivitását jelenti. Megmu- 
tattuk tehát, hogy o ekvivalencia-reláció. 


Megfordítva: Legyen o ekvivalencia-reláció a H halmazon. Legyen xz 
tetszőleges eleme H-nak és jelölje A, azt a halmazt, amelynek elemei o 
relációban állnak 2-szel. Így megadtuk H egy osztályozását, hiszen ha 
Az 7 Ay, akkor a az osztályozáshoz tartozó halmazok páronként diszjunktak, 
mert ha lenne közös elemük, z, akkor roz és yoz miatt a tranzitivitásból roy 
adódna, amiből A, — A, következne. Az osztályozás második tulajdonsága 
is fennáll, mert a reflexivitás miatt z € Ax, így Az A 0 és A, C H, hiszen 
A,-be csak H-beli elemek kerülhetnek. Továbbá UR — H is igaz, hiszen 
minden x € H esetén a reflexivitás miatt rox, azaz T € Az. 














2.4 FÜGGVÉNYEK 


Két adott halmaz elemei között értelmezett hozzárendelés segítségével 
bevezethető a függvényfogalom általánosságban. 


2.4.1. Definíció (adott halmazt adott halmazba leképező egyértelmű 
függvény megadása) 

Ha egy nem üres X halmaz minden egyes eleméhez hozzárendeljük a nem 
üres Y halmaznak pontosan egy elemét, akkor X-ből Y-ba, vivő egyértelmű 
leképezést, vagy függvényt adunk meg. Ha erre a függvényre, mint az f 
függvényre hivatkozunk, akkor az f : X SY jelölést használjuk. 


A jelenkor matematikájában a leképezés a függvény szó szinonimája. Meg- 
jegyezzük, hogy a matematikában a " hozzárendelésnek" önmagában nincs 
értelme. A hozzárendelés mindig halmazokhoz van kötve, tehát feltételezi 
mind az értelmezési tartomány, mind a képhalmaz megadását. 


2.4.2. Megjegyzés 
A 2.4.1. Definícióban szereplő egymáshoz rendelésnél csak az egyik irányban 
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kívánjuk meg az egyértelműséget, azaz X egy eleméhez Y-nak csak egy eleme 
tartozik, de fordítva Y-nak valamelyik eleme tartozhat X-nek több eleméhez. 


X Y 











2.1. ábra 


2.4.3. Definíció (értelmezési tartomány, értékkészlet) 

Az f : X G Y függvény értelmezési tartományán azoknak az X-beli ele- 
meknek a halmazát értjük, melyekhez f valóban hozzárendeli az Y halmaz 
valamely elemét. Az f függvény értékkészlete azon Y -beli elemek halmaza, 
melyeket f az X halmaz legalább egy eleméhez hozzárendel. Az f függvény 
értelmezési tartományának jelölésez Domf vagy Dr, értékkészletének 
jelölése: Ranf vagy Rr. Ha f : X C Y, akkor Dy C X, RFC Y és 
ID) —R;. 

2.4.4. Megjegyzés 

A matematikában a hozzárendelés szinonimái: megfeleltetés, utasítás, 
előírás, szabály, törvény és mindez annak körülírására szolgálhat, hogy 
hogyan adunk meg valamely adott halmazt adott halmazba leképző 
függvényt. 


Az adott halmazt adott halmazba leképző egyértelmű függvény bevezethető 
a két halmaz közötti reláció segítségével is (lásd: 2.2.5. Definíció). 


2.4.5. Definíció (egyértelmű függvény, mint két adott halmaz közötti 
reláció) 

Legyen X és Y adott nem üres halmaz. Az f C X xY két halmaz közötti 
relációt (azaz az X x Y direkt szorzat egy részhalmazát) X-ből Y-ba vivő 
egyértelmű függvénynek vagy leképezésnek nevezzük, ha (x,y) € f és (x,2) E 
J esetén y — z teljesül, azaz V x e X esetén legfeljebb egy olyany e Y 
létezik, melyre (Tr, y) € f. 
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2.4.6. Megjegyzés 

Az adott halmazt adott halmazba leképző egyértelmű függvény definíciója a 
következőképpen is megfogalmazható. 

Az X és Y halmazok közötti f C X xY reláció függvény, ha Vxz € D esetén 
pontosan egy y € Y létezik, melyre (r,y) e f. Azaz az f halmazban nincs 
olyan két elempár, amelyeknek az első eleme egyenlő. 


2.4.7. Definíció (függvény helyettesítési értéke) 
Aza E X elemhez hozzárendelt y e Y elemet az f függvény x helyen felvett 
értékének vagy helyettesítési értékének nevezzük. Jelölése: y — f(2). 


2.4.8. Megjegyzés 
A 2.4.7. Definícióban szereplő "érték" szót szimbolikusan használják, hiszen 
az X és Y halmaz elemei tetszőleges objektumok (dolgok) lehetnek. 


2.4.9. Példa 

Legyen X — felsőéves hallgatók, Y — (a hét napjai: hétfő, kedd, sz- 
erda, csütörtök, péntek, szombat, vasárnap). Legyen f az a függvény, amely 
minden hallgatóhoz hozzárendeli a hét napjai közül azt a napot, amelyiken 
született (lásd a 2. ábrát). Ez esetben a "függvényértékek" a hét napjai. 


2.4.10. Definíció (függvény grafikonja) 
Legyen adott az f : X -Y függvény. Az f függvény grafikonjának az X.xY 
direkt szorzat alábbi rendezett elempárjatból álló részhalmazt nevezzük: 


G(fh—((ry €EXxY:reXy-flr erb. 


2.4.11. Példa 
Legyen X — fa ,b,ct, Y — (wi,v2.v3. vat és az f : X c Y függvény 
értékkészlete: 


f(a) — Ya; J(b) — 42, f(e) Sz 
Ekkor az f függvény grafikonja az alábbi halmaz: 


G(f) zi t(a, ya), (b, 42), (c, V2)p. 


2.4.12. Megjegyzés 

Az R-ből IR-be átvivő relációt grafikusan is ábrázolhatjuk. Minden ren- 
dezett (T,y) € IR x R elempárhoz hozzárendeljük a derékszögű ko- 
ordinátarendszerben az (1, y) koordinátákkal rendelkező pontot. 




















2.4.13. Definíció (szürjektív függvény) 
Az f:X GY függvény szürjektív, ha f(X)—Y. 
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2.4.14. Definíció (injektív függvény) 

Az f : X c Y függvény injektív, ha bármely x1,r2 e Domf-re x1  T2 
esetén következik, hogy f(x1) A f(22). 

2.4.15. Definíció (bijektív függvény, kölcsönösen egyértelmű függvény ) 
Azf:X GY függvény bijektív, ha injektív és szürjektív, azaz kölcsönösen 
egyértelmű leképezést létesít az X és Y halmazok elemet között. 


2.4.16. Megjegyzés 
Egy f : X c Y függvény akkor tekinthető adottnak, ha ismerjük a 


D7 értelmezési tartományát, az Y halmazt és azt a szabályt, ahogyan az 
értelmezési tartomány elemeihez az Y-beli elemeket hozzárendeljük. Az f 
függvény megadásánál szokásosak még az alábbi jelölések: 


1. Te f(m), TEX, (zE€ DF) 
2. y—- fla), rex, (2e€D/) 


Természetesen az X és Y halmazok nem feltétlenül különbözőek, ezek meg 


is egyezhetnek. 


2.4.17. Definíció (összetett függvény ) 
Legyeng:XocoY ésf:Y GZ két adott függvény. Ah: X — Z függvényt, 


amelyet a 


h(z) — f(g(zm)), zeEx 
képlet határoz meg, összetett függvénynek nevezzük. Jelölése: 


h- f(g) vagy h— fog, 


illetve 


h(z) — f(g(z)) vagy h(z)—(fog)(2). 


2.4.18. Példa 
Legyen g : R — R, g(r) — 12 3-2 és f : R — [-1,1], f(x) — sinz. Ekkor 




















f(g9(x)) — (f o 9) (2) — sin(z? 3-2); D(fogy—R; fog:Ra [-1,1]; 
9(f(x)) — (g0 f)(2) — sin? z--2; D(gof)—IR; gof:R— [2.3]. 








2.4.19. Definíció (inverz függvény) 

Legyen f : X SY egy byjektív függvény. Ekkor V y € Y-ra létezik egyetlen 
egy T € X, melyre f(x) — y. Jelölése: ft(y) — Tr. 

Azf !:Y— X függvényt az f függvény inverzének nevezzük. 
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2.4.20. Megjegyzés 

Az inverz függvény megadható két adott halmaz közötti reláció segítségével 
is. Az f C X xY két halmaz közötti relációval meghatározott bijektív 
függvény inverzén az f"! CY x X, azaz az Y és X közötti relációval adott 
függvényt értjük, ahol az f7! részhalmaz elemei: 


fő -(ly2eYxx:( (my ef 
2.4.21. Példa 
Legyen f : X SY, y— f(a) — 27 3 10. Ekkor 


fő:YoXx, r-f(y- 





2.4.22. Megjegyzés 

Az f : X 0 Y függvény megadásánál az X,Y halmazok igen változatosak 
lehetnek. Az X,Y halmazok konkrét megválasztásával olyan speciális típusú 
függvényeket kapunk, amelyeket külön elnevezéssel illetünk. Például, ha X 
és Y is a valós számok halmaza, akkor azt mondjuk, hogy f egyváltozós valós 
függvény. HAX—-—RxRésY—-—R akkor f:RxXR-ö R kétváltozós valós 
függvény. Ha X — Cla, b], azaz az [a, b] intervallumon értelmezett egyváltozós 
valós folytonos függvények halmaza és Y — R, akkor az f : Cla,b] - R 
leképezést funkcionálnak mondjuk. 


2.4.23. Példa 
Határozzuk meg az 



































re f(3)—rt4 TER és z50 
függvény értelmezési tartományát és értékkészletét! 


Megoldás: 





DF-—IRT (a pozitív valós számok halmaza) 





Rr—(reR:x 54] (a négynél nagyobb valós számok halmaza) 


2.5  MEGSZÁMLÁLHATÓ HALMAZOK 


2.5.1. Definíció (ekvivalens halmazok) 
Két halmaz ekvivalens, ha létezik közöttük egy bijektív leképezés, vagyis az A 
és B halmazok ekvivalensek, ha, létezik 


JT:4A4- B 


bijekció. Ha A és B ekvivalens halmazok, akkor azt így jelöljük: A A B. 
Az ekvivalens halmazokról azt is mondhatjuk, hogy egyenlő számosságúak. 
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2.5.2. Definíció (megszámlálható halmaz) 

Azt mondjuk, hogy egy halmaz megszámlálható, ha az elemeit kölcsönösen 
egyértelműen megfeleltethetjük a természetes számok halmazának, azaz olyan 
halmazok, amelyek végtelen sorozatba, rendezhetők: ax, aa, ..., an, ..., ami azt 
jelenti, hogy bijekció létesíthető közte és a természetes számok halmaza között. 


2.5.3. Példa 
Tekintsük az egész számok halmazát és a létesíthető bijekciót a természetes 
számok halmazával: 


f ű. ci 4 d 3 ed 4 a 2 
bd b dd ll l 
fi 2 8 d 5 £ T os Lk 
2.5.4. Példa 
Bizonyítsuk be, hogy a racionális számok halmaza szintén megszámlálható! 
Megoldás: 
Minden racionális szám egyértelműen írható fel olyan r — Es (g 5 0) 


törtként, amelyik már nem egyszerűsíthető. Nevezzük a Ip] 4 g összeget 
az r racionális szám "magasságának". Nyilvánvaló, hogy az adott n mag- 


asságú törtek száma véges. Például 1 magasságú szám csak a 1 2 mag- 


l — 2 1 —2 —-1 
asságúak: —, —; 3 magasságúak: —, —, j . Ezek után a racionális 





számokat növekvő magasságuk szerint rendezzük sorozatba, azaz először az 
1 magasságú számot, azután a 2 magasságú számot írjuk le, és így tovább. 
Ezáltal minden racionális szám sorszámot kap, azaz bijektív megfeleltetést 
létesítettünk a természetes számok és a racionális számok halmaza között. 


2.5.5. Megjegyzés , 
A valós számok halmaza nem megszámlálható. Igy a [0, 1] intervallum sem 
megszámlálható halmaz. 
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A valós számok halmaza, melyet R-rel jelöltünk középiskolai tanulmányaink 
során, kiemelt fontosságú a matematikai analízisben. A valós számok fo- 
galmának kialakítása a matematikában egy elég hosszú folyamat eredménye. 
Ismeretes, hogy a valós számok R halmaza tartalmazza: 





1. A természetes számok halmazát: 


Na — (0,1,2,...), . N— (1.2...) 


A természetes számok halmaza zárt az összeadásra és a szorzásra, 
azaz két természetes szám összege és szorzata is természetes szám. A 
természetes számok halmazában van legkisebb szám, de nincs legna- 
gyobb, elemeinek száma végtelen. 


2. Az egész számok halmazát: 


jel szássek ÜL: 5á 1) 


Az egész számok halmazán az összeadás, szorzás és kivonás mindig 
elvégezhető. A Z halmazban nincs legkisebb és legnagyobb elem, ez a 
halmaz megszámlálhatóan végtelen, mint az N halmaz. 


3. A racionális számok halmazát: 


0-(2:vez, ae ízvonb. 


Az értelmezésből következik, hogy minden racionális szám egyértelműen 
felírható véges tizedes vagy végtelen szakaszos tizedes tört alakban, melyet 
periódikus törtnek is neveznek. Fennáll a fordítottja is, azaz minden ilyen 
tizedes tört racionális szám. Ha a racionális szám nevezője g — 2" . 55, ahol k 


és s pozitív egész számok, akkor a — racionális számnak létezik véges tizedes 


tört alakú kifejtése: 
(3.1) E a ao.A10203...OAn; 
d 


ahol ag € Z, a1, a2, 03, ...an pedig a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9 jegyek közül valók. 
A (3.1) véges tizedes tört előállítására egyszerű osztási eljárás szolgál (p-ben 
a g megvan ag-szor és marad sg, 1059-ban a g megvan c1-szer és marad S51),...). 
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3.1.1. Példa 


1 106 

— 0.5: sg 77222 
Minthogy az osztási eljárás során az So, 51, ..., Sn, ... maradékok mindegyike az 
1, 2, .... g— 1 számok közül való, ezért legfeljebb g lépés után újra egy előbbi 
maradék áll elő. Ebből következik, hogy a tizedes törtben a jegyek bizonyos 


helytől kezdve szakaszonként ismétlődnek, és a, E számot vagy a 
g 


(3.2) E sál esta bes irtása Összes; 
g e — 


ag € Z,bk € (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) ún. tiszta szakaszos végtelen tizedes 
tört, vagy a 


(38) E súgyáügsezősk Birds s bebösás Bile Bi eses 
g Sz szt See Sesmztog jészzttl] 


ag € Z, aj, bk € (0,1,2,3,4,5,6, 7, 8,9) ún. vegyes alakú szakaszos végtelen 
tizedes tört ábrázolja. 
Fordítva, minden (3.2) vagy (3.3) szakaszos végtelen tizedes tört ábrázol 


Dp Sitz zbílis És 
valamely — racionális számot, nevezetesen: 
g 








(3.4) 
b, - 10771 4 ba - 10772 - ... 4 bn-1 : 104 b, 
ag. bib2...bn b1bo...bn ... s - ls ! 1 BA Tri — ű 1 3 
(3.5) 
ba : 10971 4... bne1 : 10-£ ba 
ag.a1...am bib2...bn bib2...bn.... — 4 lao.a1...am ht t-t bn—1 " 107 , 
ze sas 100—1 


ag 5 0 esetén. 


3.1.2. Példa 
— 0.166... — 0.1(6)...; 


ol E 


— 0.142857142857... — 0.(142857)...; 


al 


— 0.222... — 0.(2)...; 


Kol 


— 0.070707... — 0.(07)...; 


6] 


103 
——— as —0.3121212... — —0.3(12)... 
330 081 
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3.1.3. Példa 
Írjuk fel a 0.3121212... — 0.3(12)... vegyes szakaszos végtelen tizedes törtet 
racionális törtalakban! 


Megoldás: 


E ze 0 (19) 


g 
107 — 3.(12)... 


1000x — 312.(12)... 
1000£ — 10x — 312 — 3 











9907 — 309 
309 103 
7990 330 g 


A racionális számok halmazán az összeadás, szorzás, kivonás és osztás (kivéve 
a nullával való osztást) mindig elvégezhető, azaz ezeknek a műveleteknek az 
eredménye ismét racionális szám. A racionális számokat a számegyenesen 
ábrázolhatjuk egy megfelelő ponttal. 


3.1.4. Megjegyzés 
Bármely két racionális ra € ra szám között mindig van végtelen sok racionális 


szám. Ugyanis 
Ti -k T2 





Ti 6 2 Ta, 


ritTr 





racionális szám, hiszen az összeadás és osztás eredménye 


ahol 


racionális szám. Ezt folytatva kapjuk, hogy végtelen sok racionális számot 
tudunk elhelyezni ri és ra közé. Ezt másképpen úgy mondjuk, hogy a 
racionális számok halmaza mindenütt sűrű. Ennek ellenére meglepő talán, 
hogy a racionális számok halmazának számossága megegyezik az N halmaz 
számosságával, azaz az N és () halmazok ekvivalensek. 


A tizedes törtek között vannak olyanok, amelyek nem végesek és nem sza- 
kaszosak (periódikusak). Felmerül a kérdés, hogy vajon milyen számokat 
határoznak meg az 


(3.6) do.a1a2...an..., ax E (0,1,2,....9h  a9€EZ 


alakú nemszakaszos tizedes törtek? 
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3.1.5. Definíció (irracionális számok) 
Az aog.a1a9...an... végtelen nem szakaszos tizedes törteket irracionális 
számoknak nevezzük. 


3.1.6. Példa 
Igazoljuk, hogy V2 nem racionális szám! 


Megoldás: 
Tételezzük fel az ellenkezőjét, hogy V2 racionális, azaz 


7-2 
d 


ahol a p-nek és a g-nak az 1 számon kívül nincs más pozitív osztója. Négyzetre 
emelés után: 


[oj 


D 
27 — 

8 

p? — 282. 
Látszik, hogy p? páros szám, ennek következtében p is páros. Legyen p — 25. 
Ekkor 
p-45-29 c 25-78. 

Innen látható, hogy a? páros szám, így g is páros. Ha p és g páros, akkor a 
2 szám közös osztójuk. Ez viszont ellentmondáshoz vezet. 
3.1.7. Definíció (valós számok halmaza) 


A racionális és irracionális számok alkotják a valós számok halmazát, amelyet 
R-rel jelölnek. 





A valós számok halmazán az összeadás, szorzás, kivonás, osztás (kivéve 
a nullával való osztást) eredménye ismét valós szám. A valós számok is 
ábrázolhatók a számegyenesen. Ugyanis, annak ellenére, hogy a racionális 
számoknak megfelelő pontok sűrűn helyezkednek el a számegyenesen mégsem 
töltik ki egészen. Így a számegyenes bizonyos értelemben "hézagos". Az 
irracionális számok ezen hézagoknak megfelelő pontokkal ábrázolhatók a 
számegyenesen, tehát ezeket a hézagokat töltik ki. 


3.1.8. Megjegyzés 

Az irracionális számok halmaza is mindenütt sűrű és nagyobb számosságú, 
mint a racionális számoké, ún.  kontinuum számosságú. Tehát, a valós 
számok halmaza is kontinuum számosságú. 


3.1.9. Lemma (valós szám végtelen tizedes tört alakja) 
Bármely a valós számnak van végtelen tizedes tört alakú kifejtése: 


a — ag.a1a2...an,...ahol ageZ, ax € (0,1,..., 9). 
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3.1.10. Megjegyzés 
A véges ag.a102...an tizedes tört felírható vegyes szakaszos végtelen tizedes 
tört alakjában a következőképpen: 


(3.7) a, — ag.a102... On — a.a102...an00...0... — a.a102...an(0) 


Néha (3.7) helyett az alábbi vegyes szakaszos végtelen tizedes törtet írják fel: 
(3.8) 
a — ag.a1...An — Aao.01...an-1(an — 1)999...9... — ag.a1...an-1(an — 1)(9), 


annak ellenére, hogy az egyszerű osztási eljárás során ilyen alak nem 
keletkezik. 


3.1.11. Definíció (nemnegatív valós szám) 
A végtelen tizedestört alakú 


a — ag.a1a2... an... 
valós szám nemnegatív, ha 
e ay E NU(0) és 
e n53 1 esetén a, c (0,1,2,3,4,5,6, 7, 8, 9]. 
3.1.12. Definíció (pozitív valós szám) 


A nemnegatív valós számot pozitívnak nevezzük, ha már ag 5 0 vagy pedig 
létezikn 2 0 úgy, hogy an 5 0. 


3.1.13. Definíció (negatív valós szám) 

A" —" (mínusz) előjellel vett pozitív valós szám negatív valós számot határoz 
meg. 

3.1.14. Megjegyzés 

A " —" előjelre vonatkozó műveleti szabályok ugyanazok, mint a (2 halmaz 
esetén. Ezért a továbbiakban főleg csak a pozitív valós számok tulajdonságait 
tárgyaljuk. 

A 3.1.9. Lemmából kapjuk a következő tulajdonságot. 


3.1.15. Következmény 
Bármely a € R valós számot alulról illetve felülről ra, ra racionális számmal 
közelíthetjük: 





T1 — do.d41d2...dn CZ a Z ag.a1a9...dn Tt 10 7 T9, 
gé ig , 1 467 s. L 4 z SAGNÉT 21 
mégpedig úgy, hogy az T2 —r1 — 1e különbség tetszőlegesen kicsivé tehető n 


növelésével. 
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3.1.16. Példa 
Számítsuk ki a Vr 4 x összeg racionális közelítését! 


Megoldás: 
1 
3.141592 a mr a 3.141592 -- — 
106 
1 
1.772453 c VT c 1.772453 -- 106 
Tehát: 


4.914046 € VT 4 Tr a 4.914046 -- 106 


A valós számok egzakt bevezetése a matematikában különböző módon 
történhet: 


1. Egy megfelelő axiómarendszer által. Ennek az axiomatikus megköze- 
lítésnek az alapját az ún. axiómák, más szóval bizonyos kézenfekvő 
fogalmak és ezek nyilvánvaló tulajdonságai adják. Az axiómákat bi- 
zonyítás nélkül, alapvetésként fogadjuk el. A valós számok elméletébe 
tartozó minden további fogalmat, állítást pedig már az axiómák fel- 
használásával pontosan definiálunk illetve bizonyítunk. 


2. A valós számok definiálhatók a racionális számok ún.  Dedekind- 
szeleteinek segítségével is. [Richard Dedekind, német, 1831-1913]. 
Ezekkel a témakörökkel mi nem foglalkozunk. 


A továbbiakban szükség lesz az alábbi fogalmakra. 


3.1.17. Definíció (nagyobb ill. kisebb fogalom a pozitív valós számok 
körében) 
Azt mondjuk, hogy 
a — ag.a149a83...dn... 
kisebb, mint 
b ek bo.bibob3...bn...; 
azaz a a b, ha már ag — boa, vagy ag — bo, a1 — bai,...,an-1 — bn-i esetén 


da € Da. 


3.1.18. Definíció (felülről korlátos számhalmaz) 
Az X C R számhalmazt felülről korlátosnak nevezzük, ha, létezik olyan K 
valós szám, hogy minden x € X-re 





$£K 


teljesül. Ekkor a K szám az X halmaz egy felső korlátja. 
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3.1.19. Példa 
Legyen X — (ze R: az c 3]. Ez a halmaz felülről korlátos, például K — 3, 
K — 4. 





3.1.20. Definíció (alulról korlátos számhalmaz) 
Az X C R számhalmazt alulról korlátosnak mondjuk, ha létezik olyan k valós 
szám, hogy minden x € X-re 





:2k 
fennáll. Ekkor a k szám az X halmaz egy alsó korlátja. 
3.1.21. Példa 


Legyen X — (ze R: 2 5 43]. Ez a halmaz alulról korlátos, például k — 42, 
k— 40. 





3.1.22. Definíció (legkisebb felső korlát, supremum, pontos felső 
korlát) 

Legyen X C R nem üres, felülről korlátos halmaz. Az M számot az X hal- 
maz legkisebb felső korlátjának (supremumnak) nevezzük, ha M felső korlátja 
X-nek és nincs olyan M" a M szám, mely az X-nek szintén felső korlátja. 
Jelölése: M — sup X. 





3.1.23. Példa 
Legyen X— íÍre R: a c 2]. Ekkor sup X — 2. 





3.1.24. Definíció (legnagyobb alsó korlát, infimum, pontos alsó 
korlát) 

Legyen X C R nem üres, alulról korlátos számhalmaz. Az m számot az 
X halmaz legnagyobb alsó korlátjának (infimumnak) nevezzük, ha m alsó 
korlátja X-nek és nincs olyan m" 5 m szám, mely az X-nek szintén alsó 
korlátja. 

Jelölése: m — inf X. 





3.1.25. Példa 
Legyen X — íÍreE R:2 5 —4]. Ekkor inf X — —4. 





3.1.26. Definíció (korlátos halmaz) 
Egy nem üres X C R számhalmaz korlátos, ha alulról és felülről is korlátos. 





3.1.27. Példa 
Legyen X— (re R:—1 cx €11). Ekkor 





inf X — —I; sup X — 11. 
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3.2 A VALÓS SZÁMOK AXIÓMARENDSZERES BEVEZETÉSE 


Ennek az axiomatikus megközelítésnek az alapját az ún. axiómák, azaz bi- 
zonyos kézenfekvő fogalmak és ezek nyilvánvaló tulajdonságai adják. Az 
axiómákat bizonyítás nélkül, alapvetésként fogadjuk el. A valós számok 
elméletébe tartozó minden további fogalmat, állítást az axiómák fel- 
használásával definiálunk illetve bizonyítunk. 


3.2.1. Definíció (művelet) 
Legyen A tetszőleges halmaz. Minden f : A x A — A függvényt műveletnek 
nevezünk A-ban. 


3.2.2. Definíció (a valós számok axiómarendszeres bevezetése) 
Az R halmazt a valós számok halmazának nevezzük, ha, elemeire érvényesek 
az alábbi ariómák: 





1. Egyértelműen értelmezve van két művelet - az összeadás és a szorzás, 
azaz bármely a, b e R számpárhoz hozzárendelhető az 











a131bEeElR összeg ésaz a-bEelk szorzat. 


2. Ervényesek a műveleti ariómák: 


(a) Az összeadás kommutatív, azaz 





1ty—-ytiaz, VryeR.;; 


(b) Az összeadás asszociatív, azaz 





(14tyi4z2z— ri (yt2z), Vr zeR;; 


(c) A szorzás kommutatív, azaz 





r-y—y:x, VryeRkR.;; 


(d) A szorzás asszociatív, azaz 





(r-y-2—ax-(y-2), Vrvy zek; 


(e) A szorzás az összeadásra nézve disztributív, azaz 





(rty:2—r-2ty:z, VryyzeR;; 
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(f) Létezik zéruselem (nullelem) illetve egységelem, azaz két olyan - 
0-val és 1-el jelölt - elem úgy, hogy 





04232—r730-—2 illeve 1-T—r-1—g, VreER;; 


(g) Létezik additív inverz elem úgy, hogy 





r-4(—r)—0, vriER 


(a —a elem az x elem ellentetje) és létezik multiplikatív inverz 
elem, melyre 





r-x1-1 vVrERV(0) 
(a! az x 4 0 elem reciproka). 


3. Fennállnak a rendezési ariómák: 





(a) Értelmezett az x c y rendezési reláció minden x,y € IR-re úgy, 
hogy azr—y, x ay, 1 5 y reláció közül pontosan egy érvényes. 


(b) Érvényes a tranzitivitás: 





Ha xCy és yCz, akkor zaCz, Vr yzeR. 


(c) Teljesül az összeadás és a szorzás monotonitása: 





e Haxr lay, akkorrtzday-iz, Vr yzeR; 
e HaryeER, 0223 és0 2 y, akkor 0 £ 2 - y. 





4. Dedekind-féle teljességi arióma: 
A valós számok minden nemüres, felülről korlátos részhalmazának van 
supremuma, (legkisebb felső korlátja). 


3.2.3. Megjegyzés 
Ha egy halmaz rendelkezik a megfogalmazott axiómákban feltüntetett tulaj- 
donságokkal, akkor ez a halmaz nem más, mint a valós számok R halmaza. 





3.2.4. Megjegyzés 
A Dedekind-féle teljességi axiómából már következik az alulról korlátos 
nemüres számhalmazok infimumának létezése. 


3.2.5. Megjegyzés 
Richard Dedekind(1831-1916), német matematikus. Munkássága nagy 
hatással volt a modern matematika fejlődésére. A gimnáziumot és a főiskolát 
szülővárosában, Braunschweigben végezte. Jó eredményei alapján Gauss 
mellé kerülhetett Göttingenbe. Két évi munka után magántanárrá habilitálta 
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magát. Szorgalmasan látogatta Dirichlet óráit is. Ekkor fogalmazódott 
meg benne a valós számok megalapozásának szükségessége a határérték- 
fogalom nélkül, pusztán aritmetikai tulajdonságaik alapján.  1858-tól a 
zürichi, 1862-től pedig a braunschweigi műszaki főiskola tanára. 1872-ben 
adta ki a "szeleteit" és a halmazelmélet sok alapfogalmát tartalmazó művét 
Folytonosság és irracionális számok címmel. 1874-es svájci vakációja során 
megismerkedett Cantorral. Barátsággá mélyült közöttük az a sorsközösség, 
hogy egyikük munkásságát sem értékelték a kortársak. Dedekind vezette be 
1879-ben az ideál és a háló fogalmát és ő alapozta meg a gyűrűelméletet. 


3.2.6. Megjegyzés 

A valós számok axiomatikus felépítéséből következik, hogy a természetes 
számok halmaza (N), az egész számok halmaza (Z), a racionális számok 
halmaza (0) és az irracionális számok halmaza (R 4 0) az R részhalmazai. 








3.2.7. Megjegyzés 
Hasonlóképpen, mint a racionális számok, úgy az irracionális számok halmaza 
is sűrű R-ben. 





3.2.8. Definíció (bővített valós számok halmaza) 
Az Ro — RU (1-0 U (—o0) halmazt a bővített valós számok halmazának 
nevezzük. 











3.3 A TELJES INDUKCIÓ ELVE ÉS NÉHÁNY ALKALMAZÁSA 


A matematika egyik fontos, gyakran használt bizonyítási módszere az ún. 
teljes indukció alkalmazása. Ez a bizonyítási eljárás három lépésből áll, és 
akkor alkalmazható, ha tudjuk, hogy minden természetes n számhoz tartozik 
egy-egy állítás vagy meghatározott tulajdonság és azt szeretnénk igazolni, 
hogy a szóban forgó állítás igaz minden n-re. 


1. lépés: 
Először belátjuk, hogy a kérdéses állítás vagy tulajdonság teljesül 
valamilyen ng természetes számra. Altalában ng — 0 vagy ng — 1. 


2. lépés: 
Feltételezzük, hogy az állítás igaz tetszőleges rögzített k e N 
természetes számra. 


3. lépés: 
Az előbbi feltételezést felhasználva igazoljuk, hogy az állítás a 
természetes (k - 1) számra is igaz. 
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3.3.1. Példa 
Igazoljuk teljes indukcióval, hogy 


14375 ...4(2n—1) — nm. 





Megoldás: 


1. Belátjuk, hogy ng — 1 esetén az állítás igaz. 
Valóban: 
idei 


2. Feltételezzük, hogy az állítás k-ra igaz: 
17-37-57... 4 (2k— 1) — k7. 
3. Bebizonyítjuk, hogy (k - 1)-re is igaz: 
1--3--5-...-(2k—1)--(2k--1) —k?32k-HH1—(k-F1). 
k2 
Ezzel igazoltuk, hogy az állítás minden n € N-re igaz. 


3.3.2. Tétel (Bernoulli-féle egyenlőtlenség) 
Haxr2 —-1,7ER ésn e WN, akkor 





(142) 217 ni. 


Bizonyítás: 
Alkalmazzuk a teljes indukció módszerét. 


1. Ha n — 1, akkor 
(1243)21-47 


nyilván igaz. 
2. Tegyük fel, hogy tetszőleges n — k e N-re teljesül: 
(142) 517 kex. 


3. Igazoljuk, hogy n— k - 1-re is igaz. 
Az indukciós feltevés mindkét oldalát a pozitív (14-r)-szel megszorozva: 


(17 aj" 5 (14kr)(1423)—14(k5 ri krts 1-4 (k61)z. 


tehát az állítás igaz k -- 1-re is, Így minden természetes n-re. 
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3.4  KOMBINATORIKAI ISMERETEK 


Határozzuk meg, hogy egy véges halmaz elemeit hogyan és hányféleképpen 
lehet csoportosítani. 


3.4.1. Definíció (faktoriális) 
Az első n pozitív egész szám szorzatát n faktortálisnak nevezzük. 
Jelölése: 1!—1-2-3-...-(n—1)-n, neN, n231; 0!:—1. 


3.4.2. Definíció (permutáció ) 

Tekintsünk egy n elemű X — (711,12,.... Tny halmazt (az elemek mind 
különbözők). Az adott n elem permutációinak az olyan, mind az n elemet 
tartalmazó 


(d15€3, sda); (Todgssta)l (mxsodx) (43 k ett 2.) 


sorbarendelését nevezzük, amelyek csak az elemek sorrendjében különböznek 
egymástól. 


3.4.3. Tétel (a permutációk száma) 
Az n elemű halmaz permutációinak száma: P, — n! 


Bizonyítás: 
Alkalmazzuk a teljes indukció módszerét! 


1. Han—1, akkor X — ígi1) és így Pp. — 1 — 1! 


2. Tegyük fel, hogy tetszőleges n — k € N esetén, ha X — (ír1, 12, ...Ikb, 
akkor teljesül PR, — Kk!. 


3. Legyen X egy (k 4 1) elemű halmaz: X — (71, 12, ..., Tk, Tksab ÉS 
(T1, T2, ..., Ck, Ckx1) a permutációk egyike. Minden j € (1, 2, ..., k 4 1) 
esetén az X V (rj) halmaz permutációinak száma: Pk — k!. Ezeket 
a k elemű permutációkat (k - 1) eleművé tehetjük, ha a (k -- 1)- 
edik elemet xj-nek vesszük. Nyilvánvaló, hogy így megkapjuk az 
X — (11, 12, ..., Tk, Tkg1) (k H 1) elemű halmaz összes permutációit, 
melyeknek száma: 

k!-(k-4 1) — (ki 1)!, 


mivel az r; elemet (k -- 1)-féleképpen tudjuk kiválasztani. Ezzel iga- 
zoltuk, hogy Pxya — (k -- 1)!, így vn e N esetén P, — n!. 
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3.4.4. Példa 
Legyen A — fa, b, c). Adjuk meg az A halmaz elemeinek permutációit! 
Megoldás: 
A permutációk a következők: 
(a,b,c) (b,c,a) (c,a,b) 
(c,b,a) (b,a,c) (a,c,b) 
A permutációk száma: 3! — 6. 
3.4.5. Definíció (ismétléses permutáció) 
Ha az adott elemek között egyformák is vannak, például az az elem k1-szer 


fordul elő, az az elem k2-ször,..., az a, elem pedig k,-szer, továbbá ki -- ka -- 
... tk, — n, akkor a permutációk száma: 





! 
Pkak2.ekr — Nn: 
" ka! ko! - ... : k,! 
3.4.6. Példa , 
Hány permutáció alkotható az ANALIZIS szó betűiből? 
Megoldás: 


Az A betű kétszer szerepel a szóban, ki — 2. Ezért: 


pötán tü. . 8! k 1-2-3-4-5-6-7-8 
5 2! 1.2 
3.4.7. Definíció (kombináció ) 
Az adott n elem m-ed osztályú kombinációinak az olyan n adott elemből 
kiválasztott m elemet tartalmazó együtteseket nevezzük, amelyek a kiválasztott 
elemekben különböznek egymástól. 
A kombinációk száma: 





—3:4:5:6-7:8 — 20160 


! 
Cr-——— ——; C01-n; C?-C9—1. 


m! - (n — m)! 


or - (5) 


(olvasva: n alatt m) és gyakran binomiális együtthatónak nevezik. 
3.4.8. Példa s 
Legyen A — (a,b, c). Ekkor CA 5 


A CC számot így is jelölik: 


3 és 


TESTÉN 
fa,bb, (act, (bchbk. 
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3.4.9. Tétel (binomiális együtthatók tulajdonságai) 
A binomiális együtthatókra érvényesek a következők: 


2 7 (Za 
er 
9 ( 


Bizonyítás: 


n —-- 


k 4 




















n n! n! n! 
5] hgy — (n—kn(n-k))! (ni! k(n— kh)! 
n n n! n! 
Bi () bi hé — ci GED KET 
ni(k 41 --nl(n-k) — ninA1) 
(KR EDN—-ED (Rk FDn-pt 7 
(n 7 1)! . (nil 
(kH1I(n41—(kA1)! TM 








c) Az előző állítás ismételt alkalmazásával bizonyítható: 


KER ggétazéhéKÉge ő 


n 


k 


n 
k--1 


n 


k 


n7- 1 
k-t1 











DC) 
() 3 C) será ÉVÉT? 





az utolsó tag 1-gyel egyenlő, így helyettesíthető 


n-1 


k--1 


je 


- val. 
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3.4.10. Tétel (Newton-féle binomiális tétel) 
Bármelya be R ésneN esetén 


(a -- b)" — bö () ülne 





k—0 
azaz 
n n n n n 
b TI n n—-1 n—-2p2 (2. n—-1 p" 
(a -- b) HE re pa) - (ata) -k Ai 
Bizonyítás: 


A tételt teljes indukcióval bizonyítjuk. 
1. lépés: 
n— 0 esetén (a-- b)" — 1 miatt az állítás igaz. 
2. lépés: 


Tegyük fel, hogy (n — 1) -re is igaz az állítás, azaz 








la bj — (gat a (Jat eb er. (Dab? (e-t 


3. lépés: 

Bizonyítsunk n -re: 

(a-- b)" — (a-b)! - (a b) — 

[at as (9 adr a (EJT - (a-b) — 
Cat CT) ate tb ek a (ZD) aZbr 2 a (adria 
(a habe lg JAT Sb at két ab Je e 
(7) Úg laesbrst [20 (ee (ere 
( 89 Koliaaáai za KEVEL FÉKE (e vlláab at ín [ő 
mert (9) (2) 7- (7). Az állítás tehát igaz. 














3.4.11. Példa 
Fejtsük ki a binomiális tétel alapján az (x? — 2y?)! hatványt! 
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Megoldás: 
(2 — 2y3)t — 
MET e ee ENE TT He (ge e 
r8 -- 16y!2 — 8z$y? - 24xty? — 32739. 
3.4.12. Példa 


Az (174 V2)" kifejezés binomiális tétel szerinti kifejtésének harmadik tagja 
110. Mekkora a kifejtés utolsó előtti tagja? 


9 (v2)? — WE sz já 


Alkalmazzuk a binomiális együtthatóra adott definíciót és határozzuk meg n 
értékét! 


Megoldás: 
3. tag: 





! 
TEST S 10 
n(n— 1) — 110 
Azaz: 
n?—n-110—0 
Így: 
ge BEGAZÉSESÉ sze Et zást Lt 


A másik gyök nem ad megoldást, mert negatív. 
Az utolsó előtti tag tehét a 11. tag: 


n 11 
DJ 20" -11:2" 352 
(eraop- (18 
3.4.13. Példa 
99 22 
Számítsuk ki az E(r) — Ír? — 2) kifejezés binomiális tétel szerinti 
x 


kifejtésének azon tagját, amely nem tartalmazza T-et! 


Megoldás: 
Írjuk fel a kifejtés (k 4 1)-edik tagját általánosan: 


JOE (Jemen Ojan 
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A keresett tagban z nem szerepel, azaz hatványkitevője 0. Így: 


24 — 3k 0 
k — 8 


Tehát a 9. tag nem tartalmazza T-et, értéke: 


12 
(; ) (—2)? — 495 . 256 — 126 720 


3.5 — ABSZOLÚT ÉRTÉK 


3.5.1. Definíció (valós szám abszolút értéke) 
Az ax ER valós szám abszolút értéke az alábbi képlettel adódó pozitív (nem- 
negatív) szám: 





jé xx, harz20 
54léss —xy, hag c 0. 


3.5.2. Tétel (az abszolút érték tulajdonságai) 








1. ]—z]—lzi, zóélz —-zélz —-izi Sz s lzl; 
2. lal£a S o -—adgdrdga haa2D0; 
$.lalza E 0  :rdcC-avagyrza, haaZz 0; 
4. Iryl—lz[l-Iv]l  vVz,oyelR-re; 
5. El iz Vr,y E R-re, y A 0; 
yi ly 





6. Háromszóg egyenlőtlenség: 





Iztyl S Izl--]yl, vryeR- re; 


Bizonyítás: 
Az abszolútérték definíciója alapján: 


zleléséle "—éyé lyi 
Összeadva a felírt egyenlőtlenségeket: 


allel tehéetyő lelő [gl; 
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melyből következik, hogy Iz 4 v] £ Iz] 4 II. 


A háromszög egyenlőtlenség n-tagú összegekre is érvényes: 
n 
2. 
k—1 


7. Il21— yi S]z--v, Vvzy e R-re. 























n 
EX leál; V2xk ER — re. 
k-1 





Bizonyítás: 
Nyilvánvaló, hogy 
T—-(11y-y  y-(11y-r 
Iz] S Iz - y]- Iyl; ul S Íz 7 y]- Iz] 
—]z-7-yI £ Iz] — Ív] £ Iz - vi 
Tehát: 














Iz[— III £ Iz vl. 


8. Iz] — IvII S 12 — ul, azaz lz— vi 2 Iz] — Ivll- 


3.6 INTERVALLUMOK 
A valós számok halmazának igen fontos részhalmazai az ún. intervallumok. 


3.6.1. Definíció (intervallumok) 
Legyeneka bER és a £ b két adott valós szám. Az alábbi részhalmazokat a 
következőképpen nevezzük: 








(a,b) — (teR:aczr bt nyílt intervallum, 
la b] — (veR:aSxcbt zárt intervallum, 
(a,bl — (rER:ac1 cb) balról nyílt és jobbról zárt intervallum, 
la, b) — (TEeR:acazcb) balról zárt és jobbról nyílt intervallum. 


A felsorolt négy intervallum mind korlátos (mindegyik hossza véges). 


Az alábbi intervallumok nem korlátosak: 





(a, oo) — íÍreR:a C 2], 

la, tool — (TEeR:a£ ab, 

(—oo,a) — f[reER:rxcabk, 

(—oo,a] — íreR:rcabl, 
(—oo, 100) :— R. 
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3.7 LINEÁRIS TÉR, SKALÁRIS SZORZAT 


3.7.1. Definíció (lineáris tér) 
Egy adott V halmazt, melynek elemeit vektoroknak nevezzük, valós lineáris 
térnek mondjuk, ha értelmezve van V-n két művelet: 


e a vektorok összeadása: Vr.yEV, 1tyEV 





e a vektorok skalárral való szorzása: V3eEV VAER: AzeV, 
melyekre fennállnak az alábbi tulajdonságok (axiómák): 
1. 14-y—yia Vr,yEV (kommutativitás), 


. 14(yt2)—(T4y át z Vr. y 2EV (asszociativitás), 





. JDEV, 2410—2 vrEeEV (nullelem létezése), 





. vreV, 1—:EV, xi (—2)— 0 (inverz elem létezése), 








. A(ur) — (Apja, TEV; A HnER; 





. tur —- Artus, TEV; AHER. 


2 

3 

4 

5. 1-T—a, 0-2T— 0, 0ER; 
6 

7 

2. Példa 





e A 3-dimenziós R? tér vektorai lineáris teret alkotnak. 





e R" - lineáris tér 





e Az T(t) — ag ait -k ... art"; — ag, a1, ..., ax € R k-nál nem magasabb 
fokú polinomok lineáris teret alkotnak. 


e ClIa, bl-az la, b] intervallumon folytonos függvények halmaza lineáris tér. 


e C"[a,bl-az [a,b] intervallumon k-szor folytonosan differenciálható 
függvények halmaza lineáris tér. 





e Az n x m valós számokból alkotott z e RP"" mátrixok lineáris teret 
alkotnak. 


3.7.3. Definíció (skaláris szorzat vektortérben) 
Ha V egy lineáris vektortér, akkor egy 





fh: VXVEOR 


szimbólummal jelölt függvényt (leképezést) skaláris szorzatnak nevezzük, ha 
Vr ,y zEV és AER esetén ez a függvény kielégíti az alábbi feltételeket: 
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1.6) e a); 

2. (7-6 y, 2) — (m,2) 4 (ly, 2); 

9. (AZ YE AN 

4.42 20, tíz se0l sox sed. 


3.7.4. Példa 
Legyen V — IR?, z — (1, 72), y — (yi, v2) e R?. Ekkor 








(Ty) — T1: yi T2: 2. 


3.7.5. Definíció (Euklideszi tér) 
A skaláris szorzattal ellátott lineáris teret Euklideszi térnek nevezzük. 


3.7.6. Példa 


e Legyen z € R", a skaláris szorzat: (T,y) — Ti: yik... h Tan: Un. EZ 
Euklideszi tér. 





e Legyen x,y € Cla,b], a skaláris szorzat: (T,y) — f/ z(t) : y(t)dt. Ez 
Euklideszi tér. 


3.7.7. Definíció (normált tér) 
Egy lineáris V vektorteret normált térnek nevezünk, ha V x E V-hez hozzá 
van rendelve egy nemnegatív IIxiI valós szám (az z vektor normája), melyre 


teljesül az alábbi három axióma: 


1. IIzll 5 0, II 081—0 r 0EV; 





2. IA: zIl— AI -Ilzil; eV. AER; 
3. Iz-yll c IzíI Ily; 2yev. 
Tehát a vektor normája egy nemnegatív értékű függvény. 


3.7.8. Példa 





e Legyen V — R", ekkor a norma: 





all— 4/2223 7. 22. 





e Ha V — R, akkor a norma: 


iz — Iz]. 
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3.7.9. Definíció (távolság R-ben) 

Aza, b E R elemek távolságán a számegyenesen a és b pontjának távolságát 
értjük, azaz az la — bI számot. 

Jelölése: o(a, b) :— la — bl. 





3.7.10. Megjegyzés 
Könnyű észrevenni, hogy a o távolság egy kétváltozós függvény: 














o0:RxXxRoR. 


3.7.11. Megjegyzés 
A 3.7.9. Definíció és az abszolút érték tulajdonságai alapján a távolságra 
teljesülnek az alábbiak: 





a) ola b 30 és 0o(ab—-06a-—b VabeER; 


b) o(a,b)— olb,a), Va beER; 








c) ela,b) £ ola, c) 3 olb,c), Va,b,c e R. 





3.7.12. Definíció (c-sugarú környezet R-ben) 
Bármely valós xo € R c-sugarú környezetén (z 5 0) azon xz € R pontok 
halmazát értjük, amelyeknek xo-tól való távolsága kisebb €-nál, azaz 











B.—(rEeER: o(z, 109) c eb, 


vagy 





B.—f(rEeR:]Ir— gol Ce) — (19 —€, 10 -- €). 


3.7.13. Megjegyzés 
Tehát az zo pont €-sugarú környezete az (To — E, xo - €) nyílt intervallum. 


A távolság fogalma általánosítható általános halmazokra. 


3.7.14. Definíció (metrika nemüres halmazon, metrikus tér) 
Legyen X egy nemüres halmaz. Ha értelmezve van egy o : X x X GR 
függvény az alábbi tulajdonságokkal: 





a) olmy 20 és oly —-0861-—-y VryexX; 
b) o(m,y)— oly, 3), Vryex; 
c) o(z,2) S 0(m,y) 4 oly, 2), Vr,y2zexX, 


akkor azt mondjuk, hogy o metrika X-en és X-et metrikus térnek nevezzük. 
Jelölése: (X, 0). 
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3.7.15. Megjegyzés 
Egy normált V tér mindig egyben metrikus tér is, haao:VxV OR 
metrikát (távolságot) a 





o(z,y) — Iz — vll 
formulával definiáljuk. IKKönnyen kimutatható, hogy a bevezetett metrika 


teljesíti a metrikára előírt mind a három tulajdonságot. Így, a metrikus 
terek a normált terek általánosításának tekinthetők. 


3.7.16. Példa 
Tekintsük újra a valós szám n-esek IR" halmazát. Adjuk meg a normát az 
alábbi formulával: 








n 
izllke — A lel — Iza Io Iza], vre R", 
1-1 


a metrikát pedig a következőképpen: 


öle e xi 
k-1 


Ekkor az R" lineáris teret R? szimbólummal jelöljük. 
Legyen Va — (11, ..., Tn) € R" esetén 








iz] — max Izz] , 
1£xi£n 


és 


000(7,y) — max Iz; — vil . 








Ezzel a metrikával az R" teret RG. szimbólummal jelöljük. 





Kimutatható, hogy a fentebb bevezetett normák illetve metrikák az R lineáris 
térben mind teljesítik a 3.7.7. Definícióban és a 3.7.14. Definícióban szereplő 
axiómákat. 


3.7.17. Definíció (halmaz belső pontja, határpontja, külső pontja) 
Legyen X CR. 








a) ro E R belső pontja X-nek, ha van olyan környezete, amelyik X-nek 
részhalmaza. Az X belső pontjainak halmazát az X belsejének nevezik. 
Jelölése: X". 





b) ro e R határpontja X-nek, ha minden környezetében van eleme X-nek 
és RVWX-nek. Az X halmaz határpontjainak halmazát X határának 
nevezik. Jelölése: 0X . 
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c) To E R külső pontja X-nek, ha van olyan környezete, amelyben X-nek 
nincs eleme. Az X halmaz külső pontjainak halmazát X£ jelöli. 


3.7.18. Definíció (halmaz torlódási pontja, izolált pontja) 
Legyen X c R. 








a) zo € R torlódási pontja X-nek, ha minden környezetében van X-nek 
xo-tól különböző eleme. Az X torlódási pontjainak halmazát X"-gal 
jelöljük. 

b) 19 € X izolált pontja X-nek, ha nem torlódási pontja. 

3.7.19. Példa 


A racionális számok halmazának minden valós szám torlódási pontja, mivel 
minden x,y € R, z — y esetén van olyan r racionális szám, hogy 





tár 2d 


3.7.20. Példa 
Határozzuk meg a H — [1, 3]U(5, 8] halmaz belső pontjainak, határpontjainak, 
külső pontjainak és torlódási pontjainak halmazát! 


Megoldás: 
sup H— 8 in H—1 
H" —(1,3)U(5,8) HE — (—o0o,1)U(3,5) U (8, 100) 
H"—[1,3]U[5.8] 928A—(1,3,5.,8t 


3.7.21. Példa 
Határozzuk meg az irracionális számok halmazának belső pontjait, külső pon- 
tjait, torlódási pontjait és határpontjait! 


Megoldás: 





(RVO)"—(RVOJK —0 
RV)" —9(RVO)-R 











— 


3.7.22. Példa j j 
Legyen X C R, X — -gimenhulg:nenb. 
n n 
Itt X-nek egyetlen egy torlódási pontja van az Ta — 0 és X minden eleme 
izolált pont. 





3.7.23. Megjegyzés 
Véges halmaznak nem létezik torlódási pontja. 
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3.8 MŰVELETEK A VALÓS SZÁMOK HALMAZÁN 
Az 


a — ag.a1a9...dn... 

végtelen tizedes tört alakú valós szám esetén vezessük be az alábbi jelöléseket: 
E 

a — ag.ad1a9...adn 
és 

//ANKR 

a —- ao.ad1a42...dn31) 

jelöléseket. (a! és a" véges tizedes törtek) 


3.8.1. Definíció (műveletek valós számokkal) 
Ha a — ag.a1a9...an... és b — bo.bi1b2...bn... két pozitív valós szám, akkor: 


e a-b :— sup(a, - b,); 
n20 


e a-b :— sup(a; : b, ) ; 
n20 
7 
— :— sup— ; 
b bot 
e a — b — sup(a, — b), haa 5 b; 
n20 
e a :—[; 


ea" —a-a-:..a, VneN. 


Most áttekintjük, felelevenítjük a középiskolából jól ismert egyes műveleteket 
a valós számok halmazán. 


1. Pozitív egész kitevő esetén a hatványozás ismételt szorzással végezhető 
el: 
a" —a-a-...-a, keNVI0k a" —1. 
k 
A hatványozás azonosságai: 


(a) A hatványozást lehet természetes, negatív, racionális kitevőkre 
értelmezni. Irracionális kitevő esetén határátmenettel értelmezzük. 


(b) n EN esetén: 





a aca:a-:...-a, a9—1, aeERVf0k 
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(c) —n € 27 esetén: 





zi 1 
aze 
an 
, ű1 
Példa: a"? — —. 
a 
(d) n — E E (2 esetén: 
d 
Pp 
ad 3 V/ aP; 
(e) ar. am egni: 
(f) (at) — a" n: 
(8) am — a ) 
(h) (a -b)" — a" - b"; 
(1) n— a € (RV 0) esetén: 
a" — lim af", 
kÖ oo 


ahol r1, ra, ... racionális számok egy a-hoz tartó sorozata. 


2. A gyökvonás a hatványozás egyik fordított (inverz) művelete, mégpedig 


az alap meghatározása a hatvány és a kitevő ismeretében: 
2"-a c r—? c gx—-d(a 


(olvasva: n-edik gyök a). 
4/a egy olyan valós számot jelent, melynek n-edik hatványa a: 


(gajra a 


Megállapodunk abban, hogy pozitív a esetén /a pozitív. 
Például V25 — --5 és nem 3-5. V—16 nincs értelmezve R-ben. 








Ha az n gyökkitevő páros és a hatvány a — 0, akkor a gyökvonás ! 
nincs értelmezve. 
Például: 


47—64 — —4; 47 —16 - nincs értelmezve 
Példa: Va? — lal. 


A gyökvonás azonosságai: 


R-ben 
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(a) Va:b— Va: Vb; 
a Va 
BAT ri 
e 15-i 
(c) VarP .b— a: VaF - b; 


3. Logartimus keresés (logaritmálás) 
Ez a művelet a hatványozás egy másik inverz művelete, amikor az 
aszab, al b:0 


összefüggésben adottnak tekintjük az a alapot és a b hatványt. Ekkor 
az x kitevő meghatározását logaritmus keresésnek nevezzük. 
Jelölése: 
x — log, b 
(olvasva: r a b szám a alapú logaritmusa). 


1 
Példa: log. — — —4, mi ad Vt 
élda: log; 16 , mivel 2 16 


Tetszőleges a - 1 és Try -3 0 esetén fennállnak a következő 
azonosságok: 


(a) log.(z : y) — log, z- log, y; 


(b) log, z sz log, 1— log, y; 
y 

(e) log, 17 Ú; 

(d) log, a — 1; 

(e) a99e? — g; 

(f) log, z" — k - log, x; 


1 
- Ú 
(8) log zni — log, 27 — "log z; 
n 


(h) Logaritmus átalakítása egy másik alapra: 


1 
log, z — log, x : log, b — logy z : — ; 
log, a 


i) logy a — ——. 
( ) 8 log, b 

Tehát az y — log, T összefüggés úgy értelmezhető, hogy minden 
xx 5 0 számhoz megkeressük azt a kitevőt, amelyre az a alapot fel 
kell emelnünk, hogy a hatványozás eredményeként r-et kapjuk. 
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4 NUMERIKUS SOROZATOK, KONVERGENCIA 


4.1 VALÓS SZÁMSOROZATOK 


A sorozatok és ennek következtében a határérték a matematikai analízis egyik 
alapvető fogalma. Korábban általánosságban már megadtuk egy adott X 
halmazból adott Y halmazba leképező egyértelmű 


fI:XcGY 


függvény definícióját. Ha a 2.4.1. Definícióban X — N - a természetes számok 
halmaza, Y pedig a való számok R halmaza, akkor ún. numerikus soroza- 
tokhoz jutunk. 





4.1.1. Definíció (végtelen számsorozatok) 
Ha minden természetes n e N számhoz (esetleg elhagyva belőle valamely 
rögzített no számnál kisebb számokat), tehát ha minden 


1,2,3,...,n, ... 


vagy 
not 1,no- 2, .... not n, ... 


számokhoz egyértelműen hozzárendelünk egy valós an számot, akkor végtelen 
számsorozatot (numerikus sorozatot) adunk meg: 





ne an, aneR. 


Jelölése: (ante 1 vagy (anh2x; (k € N), vagy röviden fan), illetve 





d1, a, ..., an... GE TR zeN. 





Az an E R elemet a sorozat n-edik elemének nevezzük. 
A sorozatot többféleképpen adhatjuk meg. 


e Rendszerint úgy adjuk meg, hogy felírjuk általános a, elemét az n index 
függvényeként. 
Példa: Legyen a, — n9, n e N. Írjuk fel a sorozat néhány elemét! 
Megoldás: A sorozat első, második, ..., k-adik elemét úgy kapjuk, 


hogy az n? kifejezésbe n helyére rendre az 


TB sed ős ss 
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számot helyettesítjük. Így 


di — 1, 43 — 4, a3 — 9, visz ÜK E hé séljió 


11)" ; 
Példa: Legyen a, — (s) adott. Írjuk fel a sorozat néhány elemét! 


n7-0 
Megoldás: A számsorozat elemei: 
11 1 1 





1 sú ső 
jé KO MED rá " 3n7 


e Megadható a számsorozat ún. rekurziós formulával, ekkor az a, n-edik 
elemet az előző elemek segítségével határozzuk meg. 
Például az an-2 és an-3 elemek segítségével an — an-2 -- 2 : an-3. 


Példa: Legyen az — 1, az — 2, an, — an-i tan-2, han2 3 ne N. 
Adjuk meg a sorozat első hét elemét! 


Megoldás: 
172.3.5.01852.15 


Ezt a sorozatot Fibonacci-féle sorozatnak nevezzük. 


e Megkaphatjuk a sorozat elemeit szöveges utasításból is. 


Példa: Legyen az fanh2 4 sorozat n-edik eleme az n-edik prímszám 
kétszerese. Határozzuk meg a sorozat első hét elemét! 


Megoldás: A prímszámok: 
2,3,5,7,11,13, 17, ... 
Tehát a sorozat elemei: 


4, 6, 10, 14, 22, 26, 34, ... 


4.2 KORLÁTOS ÉS MONOTON SOROZATOK 


4.2.1. Definíció (korlátos sorozat) 
Egy (an) számsorozatot felülről korlátosnak nevezzük, ha létezik olyan K 
valós szám, amelynél a sorozatnak nincs nagyobb eleme, azaz 


a, CK, vneN. 


Az fan) számsorozat alulról korlátos, ha megadható olyan k valós szám, ame- 
lynél a sorozatnak nincs kisebb eleme, azaz 


ar23k, VvneN. 
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Az fan) sorozat korlátos, ha alulról és felülről is korlátos: 
k €£ ax, £ K. 


A korlátosság szemléletesen azt jelenti, hogy a sorozatnak minden eleme egy 
véges hosszúságú intervallumban van: 


lanl €H, HER. 





4.2.2. Megjegyzés 
Könnyen látható, hogy ha létezik egy alsó k, illetve felső K korlát, akkor 
végtelen sok alsó, illetve felső korlát van. A legnagyobb alsó korlát a sorozat 
infimuma, a legkisebb felső korlát pedig a sorozat supremuma.  Jelölése: 
inff(an)t, supf an k- 
4.2.3. Példa 
Legyen fanh2 s — (n?)2 ,, azaz 
1,4,9,....n?, ... 
Vizsgáljuk a megadott sorozatot korlátosság szempontjából! 
Megoldás: 
A sorozat minden eleme pozitív, ezért a sorozatnak 0 az egyik alsó korlátja. 


Ennél nagyobb alsó korlátja 1, amely egyben a sorozat legkisebb eleme, és 
ugyanakkor a sorozat infimuma: 





inffan) — 1. 
A sorozatnak nem létezik felső korlátja. 
4.2.4. Példa sa 
Legyen (anh21 — er) . Vizsgáljuk meg a sorozatot korlátosság 
szempontjából! Hál 
Megoldás: 


Ez a sorozat alulról korlátos, mert minden eleme pozitív. Így a 0 egy alsó 


1 
korlát. A sorozat legkisebb eleme 57 mivel 





2n—-1 1 
n-Tt1 2 
2 il. : me 
ész ez ő A szi 
" éa ga 
29 3 
Én s L 
2 — 2 
n 2 1 
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így 
VneN, 


1 
ezért a sorozat infimuma —. 


A sorozat felülről is korlátos, mert például a K — 2.1 szám egy felső korlát, 
vagyis a sorozat minden eleme kisebb, mint 2.1. 





Valóban 
2n—1 
ls za 21 
n41 
2n—1 c 2.1n-7 2.1 
—3.1 ca 0.1ln 
—31 c n. 


Ez pedig nyilvánvaló, mivel n csak természetes szám lehet. 
A sorozat tehát korlátos: 


2 űgy ő 2.1; 
1 
5.21) 
2 


Bizonyos sorozatokra az a jellemző, hogy az n index növekedésével az 
elemek is növekednek vagy csökkennek. 


[6oll Hl teni 


azaz minden eleme az 


intervallumban van. 


4.2.5. Definíció (monoton növekvő, csökkenő sorozatok) 
Az fanh ci sorozat monoton növekvő, ha bármely n e N esetén 


dn--1 2 dn; 


és monoton csökkenő, ha bármely n e N esetén 


dn-1 L dn. 
Ha 

dan41 2 dn, 
illetve 

dn41 § dn;, 





akkor azt mondjuk, hogy a sorozat szigorúan monoton növekvő, illetve 
szigorúan monoton csökkenő. 
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Jelölések: 
monoton növekvő sorozat : fany / 
szigorúan monoton növekvő sorozat : (ant? 
monoton csökkenő sorozat : fanbN 
szigorúan monoton csökkenő sorozat : (fanyl 
4.2.6. Példa a 
2n—1 örs u 
Igazoljuk, hogy az fanh2i — ( TI ) sorozat szigorúan monoton 
n n-1 
növekvő! 
Bizonyítás: 


A sorozat elemei: 








1 Í B és T a 9 a 2n—-1 

41 — 5 42 — 1, 43— 7 e) SA üst MT d 
sé szá Em án  SBTT6 n-41 
Azt kell igazolni, hogy 

dn41 2 dan, 
azaz 

EM RE 

n12 n41/ 
Ekkor 


(2n-3-1(n-41) 5 (2n—1)(n4 2) 
2n?33ni1 s 2n913n—2 
l 5 6 —2, 


ami már nyilvánvaló, vagyis a sorozat szigorúan monoton növekvő. 





4.2.7. Példa a 
Vizsgáljuk meg monotonitás szempontjából az (s) sorozatot! 
n7-0 

Megoldás: 
Mivel 

1 1 1—3 2 

dn--1 — Un — 3n-1 ii 3n Ún 3n-1 HE . 3na s 0, 

ezért 





dni Can, VvVneN, 
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azaz a sorozat szigorúan monoton csökkenő. Ebből az következik, hogy a 
sorozat legkisebb felső korlátja - supremuma - megegyezik a sorozat első 


elemével, tehát 
1 00 
su s asz l. 
p ( 37 kh. a 


Mivel a sorozat pozitív számokból áll, ezért 





il 
— s0ek 
3n ! 


tehát a sorozat alulról is korlátos. Vagyis 
0OC€ca, 1, vneN. 
Így a sorozat korlátos. 


4.2.8. Példa 
Vizsgáljuk monotonitás és korlátosság szempontjából a ((—1) 
tot! 


n§1)99 , soroza- 


Megoldás: 


A sorozat elemei: 
Fett elhel 


Ez esetben 
Ün41 — An — (eljő Me (dj És (—1) "B she (eijévt E; eljes 
Azaz 


ia e 2, han páros 
ni  "n  ] —2, han páratlan 


vagyis a különbség váltakozó, ezért a sorozat nem monoton. 
Ez a sorozat korlátos, mivel elemei csak a —1 és 1 értéket veszik fel. Ezért 


k—-—-—1dlXa, €1—K. 


4.2.9. Példa 

Vizsgáljuk az fanha — (1421 sorozatot monotonitás szempontjából! 
Megoldás: 

Az lan —- (ha / és egyben (arai —- (1Ha Nt 
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4.2.10. Példa 





00 TT d 45. sz Ehet 
Vizsgáljuk meg az fan)n-i — 8 sorozatot monotonitás és korlátosság 
n n-1 
szempontjából! 
Megoldás: 
Megmutatjuk, hogy a sorozat szigorúan monoton csökkenő: 
1 1 n-n-1 —1 
dn-41 — Un — — — — - c 0 

n4it1 n  n(ín41)  n(n-41) 

Tehát 
dni1 § dan. 

Azaz 


1 00 
8 szi tazpett 
nÍ va 95794 


A sorozat tehát szigorúan monoton csökkenő, vagyis az első eleme a, felső 
korlátok közül a legkisebb, így: 


új 
sup 4 — s 1. 
n n-1 


A sorozat minden eleme pozitív, tehát a 0 alsó korlátja a sorozatnak. Az 


1 00 
8 sorozat tehát korlátos és 
n 


n-1 


0 2ar ő 1 


4.3  SZÁMSOROZATOK KONVERGENCIÁJA ÉS DIVERGENCIÁ JA 


4.3.1. Definíció (részsorozat ) 

A (ban) sorozatot az (ant sorozat részsorozatának nevezzük, ha az (ant 
sorozatból bizonyos véges vagy végtelen számú elemek törlésével állítható elő 
úgy, hogy a megtartott elemek fant-beli sorrendje változatlan. 


4.3.2. Példa 
Legyen (anh2i — í11,—1,1,—1, ...t. 
A részsorozatok: 


(one 5 § 0 VERI VÁRA ÉRBB HESEBEL vő vagy (bnhn-1 Et 147171 lyes 


A numerikus végtelen sorozatok között megkülönböztetjük a konvergens il- 
letve divergens sorozatokat. 
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4.3.3. Definíció (határérték, konvergencia, divergencia) 

Az lan) 21 sorozat határértéke, vagy limesze, han — oo, az A valós szám, 
ha bármely c 5 0 számhoz megadható olyan e-tól függő ng(e) természetes 
szám, hogy minden n 2 ng(E€)-ra 


lan — Al c E 


teljesül. 
Jelölése: 
lim an — A, vagy an 7? A, no 00. 


7—-6GÖ 





Egy (an) sorozatot konvergensnek nevezünk, ha, létezik olyan A € R, amely- 
hez fan) konvergál; ellenkező esetben a sorozatot divergensnek nevezzük. 


4.3.4. Megjegyzés 

A 4.3.3. Definíció azt jelenti, hogy konvergens sorozat esetén elég nagy 
küszöbindextől kezdve a sorozat összes eleme az A határérték €-sugarú 
környezetébe esik, azaz az A határérték €-sugarú környezetén kívül a sorozat- 
nak csak véges számú eleme helyezkedik el. 


4.3.5. Példa Bs 

Tekintsük a 52- : sorozatot. Ekkor lim pr 5) — 2. Legyen 
VAA n7I1 n.o oo n 

e — 1,65. Az alábbi ábráról könnyen leolvasható, hogy ng — 1, azaz a 


sorozat elemei a második tagtól a határérték e — 1, 65 sugarú környezetében 
találhatóak meg. 


e kN 
Tgdrtzizt A otet SES gEee ek og ei SSE use SEK E 











4.1. ábra 


Ha cz — 0,57 (4.2. ábra), akkor ng — 5, tehát a sorozat elemei a hatodik 
tagtól vannak a határérték ze — 0, 57 sugarú környezetében. 
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3 
A sorozat:  24— 47 ú 
n 





0. o -——T 
MEZEER esszé neee E ek ee e e 











4.2. ábra 


Ha pedig ez — 0,36 (4.3. ábra), akkor ng — 8, vagyis a sorozat elemei a 
kilencedik tagtól nem lépnek ki a határérték ez — 0, 36 sugarú környezetéből. 


3 
Asorozat: — 24— 41 § 
n 














4.3. ábra 


4.3.6. Példa 


Igazoljuk, hogy az (a) sorozat konvergens és 
n n7-1 








lim s 1. 
nocon 7-1 
Megoldás: 
A definíció szerint az 
n 
— : LE 
n-41 





egyenlőtlenség teljesülését kell vizsgálnunk tetszőlegesen kicsiny e érték 
mellett egy bizonyos ng küszöbszámtól kezdve, azaz amikor n 2 no. 
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Átalakításokkal: 
n —1 1 
si E - LE 
n-1 n-71 n-71 
1 
——-1 a n 
E 
1 
Tsz ——1—n 
E 


1 1 
tehát, han3n9— ——1 (e kis pozitív értéke miatt — — 1 5 0), akkor 
E E 














n 1 
-1 es Vn2ng———l. 
n--1 E 
Így a sorozat határértéke 
A — lim a 1 
noocon 7 
és a sorozat konvergens. 
4.3.7. Példa 
ke n-421" es 40 
Mutassuk meg, hogy az (an)n-3 — (E) sorozat határértéke 0, azaz 
TE sémi 
n7-3 
nt2 
hm az S hm s 0. 
no oo n-ooco n s 4 


Keressük meg azt a küszöbszámot, amelytől kezdve a sorozat elemei a 
határérték 107-sugarú környezetébe esnek! 


Megoldás: 


A definíció szerint teljesülnie kell az 


n 7-2 
n2—4 








0 ee 
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egyenlőtlenségnek, melyből 

















ts zi SZ s 
(n— 2)(n- 2) 
sa Z E 
n— 2 
ET 
E 
n— 2 
1 
— Ca n7-2 
E 
1 
—t2 a n 
E 
(E) 241 
no(e) — e. 
" E 


1 
Tehát bármely kicsiny E - 0 esetén létezik ng — 2 - — küszöbszám, melynél 
E 
nagyobb indexű elemei a sorozatnak az origó €-sugarú környezetébe esnek, 
tehát 





3 . nt2 
KESZ 
Az c — 10"! értékhez tartozó küszöbszámot az előző számításainkat fel- 


használva kapjuk: 


1 
no(107")  — Hja 


2 4 10000 — 10002. 


s 
o 
sg 

je 1 

7 

je 
Sássászéő 
I 


Tehát a sorozat 10002 indextől kezdődő elemei mind az origótól c — 0.0001- 
től nem nagyobb távolságra vannak. 

Felvetődhet a kérdés, hogy vajon hány határértéke van egy konvergens 
sorozatnak? Erre ad választ az alábbi tétel. 


4.3.8. Tétel (a határérték unicitása) 
Minden konvergens fant24 sorozatnak csak egy határértéke van. 


Bizonyítás: 


Az állítást indirekt úton bizonyítjuk. Tételezzük fel, hogy az adott kon- 
vergens sorozatnak két különböző határértéke van: 


hm ass A és lim as, — B. 


nr oo n-oo 
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Továbbá 
AZ B. 


Mivel a sorozat konvergens, ezért létezik na küszöbszám, melyre fennáll, hogy 
lan — Al c e, Vn 2 na esetén. 
Hasonlóan, létezik ng küszöbszám, melyre 
lan — BI € e€, Vn 5 np esetén. 
Legyen no — max(na, np), ekkor Vn 2 ng esetén 
lan — Al c E és lan — B] — e. 
Válasszuk meg €-t a következőképpen: 


14 — B] 
e 


0. 
4 


6; 


Ekkor a háromszöóg-egyenlőtlenség felhasználásával 
4 — JA — B] — I(an— B) — (an — AMI Slan— BI4]lan— 4] £Ee14Ee—2E 


4E 2 2E 
285 E 











Ellentmondásra jutottunk. Tehát a tétel állítása igaz. 





4.4 SOROZATOK TORLÓDÁSI PONTJA 


A sorozatnak egy másik, a határértékhez közel álló, de azzal nem azonos 
jellemzője az ún. torlódási pont. 


4.4.1. Definíció (torlódási pont) 
A t számot az (anh 24 sorozat torlódási pontjának nevezzük, ha t bármely 
környezete a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza. 


4.4.2. Definíció (torlódási pont) 
Az (anhca sorozat torlódási pontjának nevezünk minden olyan t számot, 
mely az adott sorozat valamely részsorozatának határértéke. 


4.4.3. Megjegyzés 
Igazolható, hogy a két definíció ekvivalens. 
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4.4.4. Megjegyzés 
Nyilvánvaló, hogy a határérték mindig torlódási pont, de ez a fordított állítás 
általában nem igaz. 


4.4.5. Példa 
Határozzuk meg az fant2 a — 1(—19")2 1 sorozat torlódási pontjait! 


Megoldás: 


Az adott 
side d 


sorozatból először a páratlan indexű elemekből alkossuk a, 
(Önjn-i HE 1—1 11 
részsorozatot. Nyilvánvaló, hogy 


lim b, — —1. 


n-ooo 


Hasonlóan, a páros indexű elemekből alkotott 


1énfa-i — 11-i 


részsorozat szintén konvergens és 


lim c — 1. 
Tehát az (antb2s — ((—1)7)2s sorozatnak két torlódási pontja van, 


határértéke viszont nem létezik, mert a határérték létezésének feltétele nem 
teljesül. 


4.4.6. Megjegyzés 

Mivel a konvergens sorozatnak csak egy határértéke van megállapíthatjuk, 
hogy több torlódási ponttal rendelkező sorozatok szükségképpen divergensek. 
Azonban az egyetlen torlódási ponttal rendelkező sorozatok sem feltétlenül 
konvergensek. 


Ezt az alábbi példa is igazolja. 


4.4.7. Példa 
Vizsgáljuk az alábbi sorozat torlódási pontjait! 


2, han páros jú 
n, han páratlan f 


idével 
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Megoldás: 


A páros indexű elemek a 


(bn)n-1 Hai 1211 


részsorozatot alkotják, amely konvergens és 


hun b. E: 2. 


no oo 


Tehát t — 2 a sorozat torlódási pontja. 
Viszont a sorozat páratlan indexű elemeiből képzett részsorozat 


1én1n-i S 1/jn-i 


divergens. 


4.4.8. Megjegyzés 

Minden konvergens sorozatnak pontosan egy torlódási pontja van (ez a 
határérték), de az egyetlen torlódási ponttal rendelkező sorozatok nem 
feltétlenül konvergensek. 


15 





5 SOROZATOK KONVERGENCIÁJÁVAL KAPCSOLATOS 
ÁLLÍTÁSOK 


5.1  KORLÁTOS ÉS MONOTON SOROZATOK KONVERGENCIÁJA 


5.1.1. Tétel (konvergens sorozatok korlátossága) 
Minden konvergens fant 24 sorozat korlátos. 


Bizonyítás: Legyen a sorozat határértéke 


lim an — A. 

Tekintsük az A határérték cz — 1-sugarú környezetét. Mivel a sorozat konver- 
gens, ezért csak véges sok m eleme marad ki a sorozatnak az (A— 1, A- 1) 
környezetből. — Vegyük ezen kimaradó véges számú elemek A-tól mért 
távolságának a legnagyobb értékét, amit jelöljünk K-val. Ekkor nyilvánvaló, 
hogy 

lan — ASK 
teljesül a sorozat minden elemére, azaz 


A—K CwxCa, LAK, VneN, 














tehát a konvergens sorozat valóban korlátos. 


5.1.2. Tétel (monoton korlátos sorozatok konvergenciája) 
Ha az (ant 4 sorozat monoton növekvő ani 2 an és felülről korlátos, akkor 
konvergens és 

lim an — sup(an b. 


n-600o 
Ha az (an) 24 sorozat monoton csökkenő anyi £ an és alulról korlátos, akkor 


konvergens és 
lim an — inffank. 
n-OEOO 


Bizonyítás: 
Tekintsük a monoton növekvő és felülről korlátos sorozatot. Legyen 


S — supfan hb. 


Ha a supremumot bármilyen kis e 5 0 értékkel csökkentjük, akkor 5 — z már 
nem lesz a sorozat felső korlátja. Ezért létezik olyan ng index, hogy 


S. -EZ ÜSS. 
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A sorozat monoton növekvő, ezért 
an2 an VWn2 no esetén. 
A felülről korlátosság miatt 
aa £S, neN, 
így 
5—-ECan CanLgScacSie, n2 no esetén. 


Tehát az utóbbi egyenlőtlenségek miatt a sorozat minden no-nál nagyobb 
indexű eleme benne van az 5 supremum €-sugarú környezetében, tehát a 
sorozat konvergens és határértéke 5. 

Monoton csökkenő sorozatokra a bizonyítás hasonló módon történik. 














5.1.3. Példa 
Konvergens-e az 





mzetrszsayi 














n-1 
sorozat? 
Megoldás: 
Vizsgáljuk a sorozat monotonitását! 
1-3-5-...:(2n41) 
dn-1 : , 
2-4-6-...- (2n 7 2) 
tehát b Í 
anyi 2n- 
s c 1, 
a; 2n 7-2 
azaz 
dn--1 :L Un; 


vagyis a sorozat szigorúan monoton csökkenő. A sorozat alulról korlátos (alsó 
korlátja a 0), tehát az 5.1.2. Tétel értelmében a vizsgált sorozat konvergens. 


5.1.4. Példa 
Már igazoltuk (4.2.4. Példa), hogy az 


s 2n—117 
tünni 7 ( n-41 s 
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sorozat szigorúan monoton növekvő és felülről korlátos, mégpedig egyik felső 
korlátja 2.1, ezért a sorozatnak létezik határértéke. Meggyőződünk arról, 
hogy a sorozat határértéke 2. Vizsgáljuk az 


2n-—-1 
n-7-1 








— 2 LE 
egyenlőtlenséget, melyből 


122n—1—2n—2] c (n61je 


3 ca (n31)je 
9 
-— Ca nt1l1 
E 
3 
——-1l a n 
E 
9 


no(€) 2 rű 


Tehát, bármilyen kis €-hoz található olyan 


3 
no(e)— ——1 
o(e) — 
küszöbszám, melynél nagyobb indexű elemei a sorozatnak a határérték E- 


sugarú környezetébe esnek. 


5.1.5. Tétel (konvergens sorozat részsorozatának határértékéről) 
Ha az fanh-1 sorozat konvergens és 


lim an — A, 

7146—rDO 
akkor minden (bn)2 1 részsorozata is konvergens. Továbbá minden részsoro- 
zat határértéke megegyezik a sorozat határértékével: 


hin.b..— ma, z- A. 
Bizonyítás: 
A sorozat konvergenciája miatt az A határérték bármely €-sugarú 
környezetéből az (an) 21 sorozatnak legfeljebb véges számú eleme marad ki. 
Nyilvánvalóan ugyanez igaz (an) 1 bármely (bn)2 1 részsorozatára is. 
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5.1.6. Megjegyzés 

Ez a tétel hasznos egyes sorozatok divergenciájának bizonyítására. Ugyanis, 
ha sikerül kiválasztani a sorozatnak két különböző határértékű konvergens 
részsorozatát, akkor a sorozat biztosan divergens. Tehát, ha a sorozatnak 
két torlódási pontja van, akkor a sorozat biztosan divergens. 


5.1.7. Tétel (a konvergencia "rendőr-elve" ) 
Feltételezzük, hogy az tant és fcny olyan konvergens sorozatok, amelyek 
határértékei megegyeznek: 
lim ús s lme, H. 
Legyen továbbá 
an LCbnLxcn  vVn2 no esetén. 


Ekkor a (bn) sorozat is konvergens és 


Jim ba s H. 
Bizonyítás: 
A közös határérték miatt H €-sugarú környezetéből az (ant és (cn) sorozat 
csak véges számú eleme marad ki. Mivel a íbnt sorozat elemei egy véges 
no indextől kezdve mind az fan) és (cnt sorozat elemei közé esnek, ezért 
a (bn) sorozat elemei az no indextől kezdve mind a H valós szám €-sugarú 
környezetéhez tartoznak (csak véges sok elem eshet a környezeten kívülre). 
Tehát igaz, hogy 

lm b. — H. 


ne oo 














5.1.8. Tétel (Bolzano- Weierstrass-féle kiválasztási tétel) 

Minden végtelen korlátos (ant 4 sorozatból kiválasztható legalább egy kon- 
vergens részsorozat. 

Vagy más megfogalmazásban: 

Minden végtelen korlátos (an)2 1 sorozatnak van legalább egy torlódási pont- 
ja. 


Bizonyítás: 
Mivel (an)21 korlátos, ezért 


kwlCanS£K, vneN, 


azaz a sorozat minden eleme a Ik, K] intervallumban van. Felezzük meg a 
Ik, K] intervallumot. A két keletkező intervallum közül legalább az egyik 
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az adott sorozat végtelen sok elemét tartalmazza. A kapott két interval- 
lum közül jelölje [a1, 01] azt, amelybe a sorozatnak végtelen sok eleme esik 
(ha mindkettőben végtelen sok elem van, akkor legyen [a1, 81] a bal oldali). 
Felezzük most az [a , 01] intervallumot és válasszuk azt az [a2, 02] felét, amely 
a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza. Folytatva ezt az eljárást olyan, 
ún. egymásba skatulyázott zárt intervallumokból álló 


Ik, K] D [lai, 81] 2 laz, 82] D ... D lan, 8] 2 -.. 


zárt intervallumsorozatot kapunk, ahol minden lan, On]. n — 1, 2, ... interval- 
lumban az (an)h2 1 sorozatnak végtelen sok eleme megtalálható. Nyilvánvaló, 
hogy az lan, Ön], n — 1, 2, ... intervallumok hossza a felezés miatt nullához 
tart. Kimutatható, hogy létezik egy és csak egy olyan A valós szám, amelyik 
az intervallumsorozat mindegyik intervallumának eleme: 








3! AER: Ac€lan, 8], vneN 


Ha ugyanis A-n kívül B - A közös eleme lenne az [an, On], n — 1, 2, ... 
intervallumoknak, akkor az intervallumok egyike sem lehetne a. 


14— BI 50 


számnál rövidebb. Ez viszont ellentmond annak, hogy az intervallumok 
hossza a felezés következtében nullához tart. 

Igazoljuk, hogy ez a közös A valós szám a végtelen f(ant2 1 sorozat torlódási 
helye. Tekintsük A-nak az c-sugarú környezetét, ahol c 5 0 tetszőleges ki- 
csiny valós szám, azaz vizsgáljuk az (4— e, Ae) intervallumot. Válasszunk 
az egymásba skatulyázott intervallumokból egy olyan 


Ia; Bxl k eEN 


intervallumot, amelyiknek hossza €-nál kisebb. Ilyen létezik, mivel az inter- 
vallumok hossza 0-hoz tart. Ekkor nyilvánvaló, hogy 


(A ta e, A -k €) J [ax Ők]; 


melyből azt kapjuk, hogy A-nak az c-sugarú környezete az (an)2 1 sorozat 
végtelen sok elemét tartalmazza, mivel az lax, Ok] intervallum az fanh2i 
sorozat végtelen sok elemét tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy A valóban az 
(an) 21 sorozat torlódási pontja. 
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5.2 CAUCHY-SOROZATOK 


Ismertek bizonyos kritériumok, amelyek alapján a határérték ismerete nélkül 
el tudjuk dönteni, hogy konvergens-e egy adott sorozat. 


5.2.1. Definíció (Cauchy-féle sorozat) 
Az fanh-i1; an E R sorozatot Cauchy-féle sorozatnak nevezzük, ha Ve 5 0 
esetén 3no — no(E) küszöbszám, hogy Vp,g 5 no(e), p,g € N esetén 








o(ap, ag) — lap — ag] 2 €. 


5.2.2. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium) 
Az (anh2a valós számsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-féle 
sorozat. 


Bizonyítás: 


e Szükségesség: 
Először azt látjuk be, hogy ha a sorozat konvergens, akkor (an)h2 1 
Cauchy-féle sorozat, azaz Ve 5 0 esetén ing — no(e), hogy Vp,g 5 
no(€), p.g e N esetén 
lap — ag] c € 


teljesül. Legyen fant2 4 konvergens sorozat és 


lim an — A, 

Nn- oo 
továbbá ez 5 0 tetszőleges. A konvergencia miatt található olyan ng 
természetes szám, hogy 


E 
Ian — Al 2: ha n72 no. 
Ekkor D, g 5 no esetén a háromszög-egyenlőtlenséget felhasználva: 


E E 
lap — ag — I(ap— 4) — (a9— AI S lap — Al la— 416513 — s 


tehát (ant 1 Cauchy-féle sorozat. 


e Elégségesség: 
Adott, hogy (ante Cauchy-féle sorozat. Igazoljuk, hogy ebből az 
f(anhP21 sorozat konvergenciája következik. Legyen e — 1. A feltétel 
miatt létezik olyan no, hogy rögzített D 5 no és bármely g 5 p5: no 
esetén 
Ilap—al €c£—1, 
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vagy 
ap-lcascáptl 


Bevezetve a 
k — min(a1, a2, ..., ap, ap — 1) és K — maxí(a1, a2, ..., ap, pt 1) 
jelöléseket, felírhatjuk, hogy 

kClaa, CK, VWVneN. 


A sorozat tehát korlátos és a Bolzano- Weierstrass-féle kiválasztási tétel 
alapján létezik legalább egy konvergens (b, )92 1 részsorozata f(anhe1- 
nek. Jelölje a B valós szám a (bnh2 4 sorozat határértékét: 

lm 55 s B. 
Azt kell még belátni, hogy B az eredeti fan) sorozatnak is 
határértéke. A (bn)2i részsorozat konvergenciája illetve a tétel 
feltétele miatt tetszőleges c 5 0-hoz létezik olyan ni és n2 szám, hogy 


bn—BI c 5 ha m5 ni 


és 8. 

lan ze bm] s 2 
Legyen n3 — max(n1, no). Ekkor minden m 5 n3 és n 5 n3 esetén igaz 
a fenti két egyenlőtlenség és Vn 5 n3 esetén 


ha m- n. és n5 na. 


€ 


Gi 


an— BI (an —bm) (öm — B)I S lan —bnl4lbn—BI 254 











ami azt jelenti, hogy (an) 2 1 konvergens és határértéke B. 





5.2.3. Megjegyzés 
Az a tény, hogy minden valós számokból álló Cauchy-féle fan )2 4 sorozatnak 
van határértéke, fontos szerepet játszik az analízisben. 


5.2.4. Megjegyzés 

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francia matematikus és mérnök. A 
határérték fogalmára építve elvégezte az analízis szabatos megalapozását. 
Egyik megteremtője volt a komplex függvénytannak. Párizsban született. 
1805-ben kezdte tanulmányait az École Polytechnigueben, ahol kivívta La- 
grange és Laplace elismerését. Két évvel később átment egy mérnökképző 
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főiskolára. — 1813-ig mérnökként dolgozott. 1816-ban lett az akadémia 
tagja, és feladva mérnöki munkáját, az École Polytechnigue tanára. Lelkes 
királypártiként a Bourbon ház híve volt. Ezért az 1830 - as forradalom 
után 18 évre eltiltották a közszolgálattól. Nyolc évig Torinóban és Prágában 
élt. 1838-ban tért haza és egyházi iskolában tanított. Az 1848-as for- 
radalom után visszavették állásába. Legitimista meggyőződését tisztelve nem 
követelték meg tőle a köztársaság alkotmányára való felesküdést. Cauchy 
zsenije megérdemelte ezt a kivételezést, a franciák példájából pedig sok más 
ország is tanulhatna. Munkabírása Eulerével vetekedett. Összesen 789 cikket 
és számos nagy terjedelmű könyvet írt. A francia akadémia folyóirata nem 
győzte közölni írásait. Végül terjedelmi korlátozást vezettek be: egyetlen 
cikk sem lehet hosszabb 4 oldalnál. Ez a szabály ma is érvényben van. 
Az analízisben különösen a sorelmélet köszönhet neki sokat. A komplex 
függvénytan sarkkövei közé tartoznak a Cauchy - féle integrálformula és tétel, 
valamint a Cauchy - Riemann differenciálegyenletek. Az analízisen kívül a 
csoportelméletben, a determinánselméletben, a matematikai fizikában és a 
valószínűségszámításban ért el figyelemre méltó eredményeket. 


5.2.5. Megjegyzés 
Minden valós vektorokból álló Cauchy-féle fan) 21, an € IR" sorozatnak 
szintén mindig van határértéke. 





5.2.6. Megjegyzés 

Általános (X, 0) metrikus terekben nem igaz az, hogy minden Cauchy-féle 
sorozat konvergens, azaz olyan sorozat, melyre Ve 5 0 esetén ng — no(€), 
hogy Vp, g e N esetén 





0(apy üg) cé. 


Az azonban igaz, hogy egy metrikus térben minden konvergens sorozat 
Cauchy-féle sorozat. 


5.2.7. Definíció (teljes metrikus tér) 
Az (X, 0) metrikus teret teljesnek nevezzük, ha benne minden Cauchy-féle 
sorozat konvergens. 











5.2.8. Megjegyzés Az R és IR" halmazok teljes metrikus terek, bennük min- 
den Cauchy-féle sorozat konvergens. 


5.2.9. Definíció (Banach-tér) 
Azt mondjuk, hogy egy normált tér - azaz egy vektortér, amelyben norma van 
értelmezve - Banach-tér, ha a tér - mint metrikus tér - teljes. 
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5.2.10. Definíció (--oo-hez divergáló sorozat) 
Az f(an)-1 sorozatot a -4-00-hez divergálónak mondjuk, ha bármely K 5 0 
valós számhoz létezik olyan ng küszöbszám, hogy n 2 ng esetén 


an 5 K. 


Jelölése: lim ap — Tt-oo 


n-o0o 


5.2.11. Definíció (—o00-hez divergáló sorozat) 
Az fan) 21 sorozatot a —o0-hez divergálónak mondjuk, ha bármely K c 0 
valós számhoz létezik olyan ng küszöbszám, hogy n 2 ng esetén 


Ea IR 


Jelölése: lim ap — —oo 


no oo 


5.2.12. Példa 
Legyen f(an)2, — (n2P2,. Ekkor lim a, — oo. 


5.3 KONVERGENCIA ÉS MŰVELETEK 


Sorozatokon műveleteket is értelmezhetünk. Az elemek közötti műveletek 
bizonyos feltételek mellett a sorozatok határértékére is érvényesek. 


5.3.1. Definíció (sorozatok összege, különbsége, szorzata, hányadosa) 
Legyen tant 21 és t(bn)21 két adott, azonos indexrhalmazú sorozat. E két 
sorozat összegén az 

fan bn)jn—i 


különbségén az 


(an — ba ja— 
szorzatán az 
(an " bDnjn—i 
és hányadosán az F8 
(e) , ha b.70 
bDn J n-1 


sorozatokat értjük. 


5.3.2. Tétel (sorozatok összegének, különbségének, szorzatának és 
hányadosának határértéke) 
Ha az fanh 21 és (bab 21 sorozatok konvergensek, továbbá 


lim a, — A és lim b, — B, 


nr oo n- oo 
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akkor a fc : anb2 1, c € R, (an h bn)2 1; tan — bn)2 1; (an: baba és az 








(e) , (ban A 0, B A 0) sorozatok is konvergensek, mégpedig úgy, hogy: 
n J n-1 

1. limc-an — c:A ce R; 

2. mian, tbai — mit dlimb —-4Tt B: 

51 lim(an:bn) —  lim a, : lim b, — A - B; 

lim a 
a n A 
lim— —- E B 0. 

4 n-—00 bp imb, B 7 

Bizonyítás: 


1. Ha c — 0, akkor fc : ant2 1 — (0121, melynek minden eleme 0. Ez a 


sorozat nyilvánvalóan konvergens és határértéke is 0 — 0 - A. 


Ha c - 0, akkor az (ant 21 sorozat konvergenciája biztosítja, hogy 





VE 5 0 esetén Ang — no(e) küszöbszám, hogy 


E 
fágszsálesstab ha n72 no. 
c 
Ekkor ő 
lc-an— c: Al— lel - lan — Al c Emese 
c 
Tehát 


limc:an— c: A. 


n-oo 


2. Legyen Ez 5 0 adott. Az fart 21 és (bnh24 sorozatok konvergenciája 


miatt van olyan n, € N és n;, € N küszöbszám, hogy 
E 
Ian — Al 2 ha n2 ny 


és E 
bn— BI £ 2 ha n72 ny. 


Ha n 5 ng — max(na, ny), akkor a fenti két egyenlőtlenség egyszerre 


teljesül. Továbbá a háromszög-egyenlőtlenség felhasználásával 
E 


Tat 


(ant ba) — (At B)I £ lan — Al ln — BI 254 


Így a konvergens sorozatok összegére és különbségére felírt állítás igaz. 


5.4 NEVEZETES SOROZATOK 80 





3. Az 5.1.1. Tételből adódik, hogy a konvergens (bn)"2 1 sorozat korlátos 
is. Jelölje (0b.)21 egy korlátját K. Ekkor megválasztható n, és ny úgy, 


hogy 
E 
lan — Al c 3K (ín 2 na), 
illetve E 
b, — BI c ——— —— (n5 n). 


Ekkor n 5 maxína, no) esetén 


lanbn—ABI £ lanbn—Abnl--14bn—AB]I £ lan—AIK-H(IAI4-1D)lbn—BI 


azaz 
lim (an : bh) — lim a, : lim b, — A - B. 


no oo n-oo0oo 


4. Az előző állításokhoz hasonlóan igazolható. 














5.4 NEVEZETES SOROZATOK 


Kiszámítjuk néhány nevezetes sorozat határértékét. 


1 (e el 
5.4.1. Tétel (az fanh-i — 8 sorozat határértéke) 
N ) n-1 
lm— -0 
n—-ooTt 


Bizonyítás: 
Megmutatjuk, hogy bármely pozitív €-hoz van olyan ng küszöbindex, hogy 
n 5 ng esetén az 


— s0 Ge 

n 
egyenlőtlenség teljesül. Mivel 

1 1. 

Zsiga 

n n 





és 
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; 1 
Igy az z fá] nagyobb indexű tagokra az 


— 0] CE 
n 














egyenlőtlenség teljesül. 


5.4.2. Példa 
Adjuk meg az alábbi sorozatok határértékét! 


Be n?—14n--21" 
VETKÉKÉRÉTE he 3 


? 
n7-0 


FE Vn2 2647 " 
2 Uno amr3 f / 


n7-0 


3. fCnjn-o — í végbe 41 B 








Megoldás: 
Tt J4..2 
. . n?—14n7-2 egi gé 
Tá E nTOn zó my. TR 
0n3 ni 
Í 6 7 
. . Vn2i6áa7 . Teve. a 
2. lim b, — lim ———— —  — lim s 
§ . n-31-4n 
3. lim c, — lim Vn2?41—n - lim (vVm31-n) 7—— 
n—o0 n—o0 n— 00 n? 3414 n 
1 
2 4 HESS 2 ész 
dődala 2 — lim— 78 — — —0. 


lim ———————— 
n.c00yVn231in no 1 
1- 7) tl 
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5.4.3. Tétel (mértani sorozat határértéke) 
Legyen f(ant-g—id")2o, aholg E R az ún. mértani sorozat. Ekkor 





0, ha lg] c 1 
limg7 —£ ll, hag—-1 
kö divergens, halg] 51 vagy g— —1 


Bizonyítás: 

Először legyen Ig] C 1. Igazoljuk, hogy bármely ez - 0-hoz található olyan ng 
küszöbszám, hogy n 2 ng esetén 

(5.1) I9" — 0] c e. 


Az utóbbi egyenlőtlenség ekvivalens az alábbiakkal: 


(5.2) Ig" E 


(5.3) mm s E 


Alkalmazzuk az (5.3) egyenlőtlenséghez a Bernoulli-egyenlőtlenséget (3.3.2. Té- 
tel): 
(142)"21- ni, xz 72 —1, 


ha 


Nyilvánvaló, hogy 
19V 1 " 1 
ka) eelge9) zel 
al la] al 


1 1 
(5.4) ten-(gg7)os 
[a] E 


Ha 


akkor biztosan fennáll az (5.3) egyenlőtlenség és így az (5.1) egyenlőtlenség 
is. Az (5.4) egyenlőtlenségből kapjuk, hogy az mindig teljesül, ha 


1—E 


n-no- 
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Tehát Ig] € 1 esetén 
lim g7 — 0. 


Ha g — 1, akkor 97 — 1, Vn-re, így egy egyesekből álló állandó elemű 
sorozatunk van, amely konvergens és határértéke 1. Vizsgáljuk végezetül 
ag— —l1 és Ig] 5 1 eseteket. Ha g — —1, akkor 


ges és g-t — —1. 
Ebből az következik, hogy a sorozatnak két torlódási helye van: 
1 és — 1, 


ezért a sorozat divergens. Legyen végül Ig] 5 1. Alkalmazzuk újra a 
Bernoulli-féle egyenlőtlenséget, ha z — g? — 1. Ekkor 


97 — (99)"—(15(2—-1)) 21-n(é— 1), 


vagyis a sorozat páros indexű elemeiből álló részsorozat Ig] 5 1 esetén min- 
den határon túl nő, ha n — oo. Igy a sorozat nem lehet korlátos és nem 
lehet konvergens sem. 














5.4.4. Példa 
Adjuk meg az alábbi sorozatok határértékét! 


1) ta (7 a ; 








87 n7-0 

7.-gny)" 
b) b — (Sz] 
n7-0 





28 292n-1 ) gn12 s 
c) (Cnjmmo — I 


Megoldás: 
Az 5.4.3. Tétel alkalmazásával: 

Fleskőr 
a) hide dr zt — lim E . 


n-0 
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6-6 
b) lim b, — ON élss zi 2 





—- lim s 0; 


-.4749.3n ; Sá 
SÁBA 3 Xa BE száj 


c) lim cn — lim — lim 


5.(5) -8 














5.4.5. Tétel 
LegyengeER és 





S5n—1349g14-- gt. 





Ekkor —1cgc1 esetén s, 


1 
Í , alal 2 1 esetben pedig (sn) divergens 
— d 


sorozat. 


Bizonyítás: 
Ha g — 1, akkor s, — n — oo. Ha g - 1, akkor 


get za 
SES ——— 
g—1 
tehát s, pontosan akkor konvergens, ha g" konvergens. Ez utóbbi Ig] € 1 
esetén teljesül, és ekkor g"t! 6 0, ahonnan az állítás adódik. 














5.4.6. Példa 
Igazoljuk, hogy a 0, 771212... szakaszos végtelen tizedes tört racionális számot 
állít elő! 


Megoldás: 
A 0, 7rr1212... szakaszos végtelen tizedes tört alakban megadott valós szám a 
következő határértékkel egyezik meg: 


; (a 12 12 12 ; 
lim -k -k . 9 s 





no00 (100 101  10$-102 bi 107 1098—2 


TT KA 12 [; 1. a; 1 TT úk 12 1 
S ——st neg Mini ús 7 : ai 
100 108 no 102 (10281 100 108 1— 1 
102 











TT 12 509 


— 100 9900 — 6607 
Ezzel az állítást igazoltuk. 
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5.4.7. Lemma (a geometriai és számtani középértékekre vonatkozó 
egyenlőtlenség) 
Ha d4, da, ..., da nem mind egyenlő pozitív számok, akkor 











di Edd asd, 
(5.5) £/di "da"... :dn c e , 
illetve 
d ke 1 
(5.6) d edz sr dn c (AE 6) I 


Bizonyítás: 
Ha n — 2, akkor 


2 2 
(5.7) (9) — did2 — (59) 2 0, 


ahol egyenlőség csak di — d2 mellett áll fenn, azaz (5.6) igaz. 
Az (5.7) összefüggést alkalmazva n — 2? — 4 esetén: 


2 ő , 
di1dodszda S (8) ; (S) 4 6 GE SEl . 





2 4 


tehát 





4 
(5.8) ödsdsélőz (Ez) , 


4 
ahol egyenlőség csak akkor van, ha d1 — d2 és d3 — d4, továbbá 


di -- da d3 4 da 





2 2 


tehát 
di — da — d3 — d4 


esetén. Hasonlóképpen, n — 2? — 8 esetén kapjuk, hogy 





ezet] 


(5.9) d1da...dg L ( 5 





egyenlőség pedig csak di d2 d3 da d5 d6 d7 ds esetén 
lehet. Matematikai indukcióval igazolható, hogy (5.6) igaz mindazokban az 
esetekben, amikor n — 2" (2 hatványa). 
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Most megmutatjuk, hogy (5.6) tetszőleges n-re is fennáll. Válasszunk ki egy 
pozitív k 5 0 számot, amelyre 


2F- n. 


(Például, ha n — 11, akkor 2" — 21 — 16.) 
A dai, da, ..., dan számokhoz csatoljuk hozzá még a 2" — n számot, amelyek 
mindegyike egyenlő a 
d1 4 d2-k ...-Fdn 
. ee. 


S 





számtani középpel: 
da; dos... dn 5, 9) ese 
SE sessszzz SE 
n 25£—n 


Az így kapott számokra az előbbiek szerint érvényes az állítás, azaz 





k 25 
drválsé szí e gő etz (zt 5 . 


2k 
Mivel 
d1 - d2 4 ...tdn—§-n, 
ezért 
di - do 4... 4 dn 4 (27 — n)S§ — 27 . S. 
Tehát 8 
agy 
da da eszed e BE (FF) - 57 
amelyből 


di : da " ... " dn C 5", 











azaz az állítás igaz minden n e N esetén. 





5.4.8. Tétel (az (an). — (4Vah-i sorozat határértéke) 


lim f/a — 1 ha a5 0. 


no oo 


Bizonyítás: 
Ha a — 1, akkor az állítás nyilvánvaló. Ha a - 1, akkor meg kell mutatnunk, 
hogy van olyan ng index, amelynél nagyobb n-ekre 


[/a—1] ce 
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tetszőleges pozitív € esetén. Ha a 5 1, akkor 
[/a—1]1—4a—-1 és  4a—-1ce 
ahonnan 
a c(1-4€)". 
A Bernoulli-féle egyenlőtlenséget alkalmazva 


(14€2)"21-ne5 ne. 


Így, ha ne 5 a teljesül, akkor (1-4 e)? 5 a is fennáll. Tehát n 5 - — ny 


esetén teljesül a konvergencia feltétele. 
A másik eset, ha 0 € a a 1. Ekkor 


[/7a—1]1—1—WVa és 1-4/ace, 
azaz 
a5 (1—€)". 


Ha ec 2 1 az egyenlőtlenség nyilvánvaló. Ha c — 1, akkor (1 — €)" — 0. Így 
van olyan n, amelyre a 5 (1 — €)" teljesül bármely pozitív €-ra. 














5.4.9. Tétel (az (anp2.—(4nh1 sorozat határértéke) 


lim /n—1 


Bizonyítás: 
Alkalmazzuk a számtani és mértani közép közötti összefüggést úgy, hogy az 
n számot (ha n 5 2) szorzat alakban írjuk fel: 


nm — TE ERTRNSE Eszt egés 








Vn o n 


Nyilván /n 2 1, és a zárójelben lévő kifejezés nem negatív. Tehát van 
kétoldali becslés, mert n — 1, 2 esetén is teljesül, hogy 


1 1 
1c4nc142/1——-]. 
£ a £122(- 5) 


Az egyenlőtlenség két szélén álló 


ÜL és Pal] a 


sorozat konvergens és mindkettő határértéke 1. A rendőr-elv (5.1.7. Tétel) 
szerint akkor az (4/n) sorozat is konvergens és határértéke 1. 
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5.4.10. Példa 
Határozzuk meg az alábbi sorozatok határértékét! 


aj leér ( ( v) ; 


EV 
b) (bnh-i — ( 55) : 
n-1 


Megoldás: 


kh jlkáze esd la GY d 
9) das ma] 


n-oo 


-1 





16 lim £/16 lim 4/16 1 


n-o00 100 jö) —1 








b) lim b, — lim ( - E 
) B nocoV őn? — lim 45n3 lim 5 : ( Jim vm) mg 


no 


n-ooo N.O 


5.4.11. Tétel (Euler-féle szám) 
Az fanh-o — ( ( Tt 7) ) sorozat konvergens és határértéke e, azaz 
n 


n-1 


ml) 
lim ( 1-7 — 8, 
1—rŐG Tt 


Ez a határérték a nevezetes Euler-féle szám, amely irracionális és 
e 5 2.718281828. 


Bizonyítás: 
Megmutatjuk, hogy az adott sorozat szigorúan monoton növekvő és felülről 
korlátos, amelyből következik, hogy konvergens. Először belátjuk, hogy 


1 n 1 n--1 
(2) c) 
n n11 


fennáll minden n € N esetén. Ismert, hogy a nem mind egyenlő pozitív 
d1, do, ..., dn számok 
d1 4 d2 4... td, 


n 





számtani középértéke és 


V da" do"... " dn 
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mértani középértéke között fennáll az alábbi egyenlőtlenség: 


di j d2 571 da 








(5.10) Z/di vdas "dő Fi 


Felhasználva ezt az egyenlőtlenséget az alábbi (n -- 1) számra 


il 1 1 
EST Ti él sa ÜbS 1 
n n n 
ete táma [fee esz sál 
kapjuk, hogy 


al ( gp ereget a] e 


fesz 
jé" n-71 








1 
1-4 — 1 
n(141) . ütbti 5. 1 
n31 (nál 7" nid1 


19" 1 
a] (2) ZT po 
n nt1 


Az utóbbi egyenlőtlenségben mindkét oldal pozitív, ezért (n -- 1)-edik 
hatványra emelve kapjuk a sorozat monotonitását: 


1 n Í n-i1 
(2) c(1r 7) ; 
Ti n-7 1 


Megmutatjuk, hogy a sorozat felülről korlátos, azaz 3K 5 0, hogy 





azaz 





1 n 
(5) CK vneN. 
n 


Felhasználva ismét a mértani és számtani középértékre vonatkozó egyenlőtlenséget 
az alábbi (n -- 2) szám esetén: 


Teés út E fe 11 
I n 7 I n 1 n "9? 
ii 





kapjuk, hogy 











4 nTt2 nt2 


( 5) l 1 
viksó (1- 5) , al n 2 2 n142 1. 
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19N" 1 
ST TE] él 
(12) 4 


Mindkét oldalt (n -- 2)-edik hatványra emelve kapjuk, hogy 





azaz 


1 n 
(5) 24, WneEN. 
n 


Ezek szerint a sorozat felülről korlátos és K — 4. Tehát a sorozat konver- 
gens. 














5.4.12. Megjegyzés 
Legyen a € R, ekkor 





lim (1 -k ) se, 
n 


n.o oo 


5.4.13. Példa 
Határozzuk meg az alábbi sorozatok határértékét! 
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arg ed [ 9 
i) (Jn nal nai 
n n-1 
Megoldás: 
1V" a1)Y" 1 
a) lim a, — lim (1-5) az lim 2) — e! — —: 
no oo no n n-oo0 fe e 


1 HMB va 
b) li — lim(1-6—)9" — ( lim(1-F—)"]) — e; 
) lim b, — lim( 9e (jin 2) ef; 


n- oo n.-oo n-oo 

















9 NT 
c) lim cn — lim A — lim 7 
no na oo hn -- 1 n-roo ( 1 ) 








d) lim d, — lim ( 


no oo n— BŐ 


n- 1 


1 n Ti n n 
e) tm é, s lm ( — 42 s him 1-]) " him 143 —0-e? —0; 











ön ny 5 
nen" meny e 
f) lim f, — lim — — 4 g — e75; 
9X? 
e: 
n e MENNE: 














i) lim ja — lim 
no oo nro 





1 jú 14n 
h) lim h, — lim ( ( -k 1) ) — lim (4)" - lim ( -k 1) — oo; 
n—ao00 n—6o00 n n—Öo0 n—Öo0o n 
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6 EGYVÁLTOZÓS VALÓS FÜGGVÉNYEK 


A függvény az egyik legfontosabb matematikai fogalom. A 2. fejezetben 
már bevezettük általánosságban a függvény fogalmát, mint két adott X,Y 
halmaz elemei közötti egyértelmű leképezést (hozzárendelést) : 


JI:XxX GY. 


Megjegyeztük, ha az X és Y a valós számok halmazának egy-egy részhalmaza, 
akkor f-et valós függvénynek nevezzük. 


6.1 ALAPFOGALMAK 


6.1.1. Definíció (egyváltozós valós függvény ) 

Egyváltozós valós f függvényen olyan függvényt értünk, melynek Dr 
értelmezési tartománya és Rr értékkészlete a valós számok valamely 
részhalmaza. 

Jelölése: 

















f:R-—R, ahol DFCR, RFCR. 


6.1.2. Definíció (helyettesítési érték) 
Az egyváltozós f függvény adott xo ec Ds helyhez rendelt 


yo — f(x) ER 
függvényértéket a függvény xo-beli helyettesítési értékének nevezzük. 


6.1.3. Példa 
Legyen 





f:R-öR, f(l2) ma 11. 








Határozzuk meg a függvény helyettesítési értékét az To — 0, az xi — 2 és az 
x2 — 3 helyen! 


Megoldás: 


Jeg egyei eye re ay . ria s fő) 10 


6.1.4. Megjegyzés 

Egy f függvény egyértelműen meghatározott, ha adott a Dr értelmezési tar- 
tomány illetve az a hozzárendelési szabály, amely egyértelműen meghatározza, 
hogy az értelmezési tartomány minden egyes z € Dr eleméhez az Rr 
értékkészlet mely y — f(x) eleme tartozik. Ez a hozzárendelési (leképzési) 
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szabály megadható képlettel, ekkor felírjuk azt a formulát, amellyel ki lehet 
számítani az f(x) helyettesítési értéket. 
Például: 


xr2 


f:R-—-R, Tiz FONT), 


9:R—R, g(t):—sint, te [0,27]. 




















Ennek a megadásnak az a hátránya, hogy f(x), g(t) az x illetve t helyen 
vett helyettesítési értéket és a függvényt is jelöli. Altalában ez nem okoz 
félreértést. Jól ismert az 


xr? 





to g(t)—sint, te [0,27] 


alakú felírás is. . Megadhatunk hozzárendelést táblázat, illetve grafikon 
segítségével is, továbbá paraméteres alakban is lehetséges a függvények 
megadása. 


6.1.5. Definíció (a függvény grafikonja) 

A Descartes-féle derékszögű koordináta-rendszerben az (x, y) — (xz, f(z)) pon- 
tok halmazát, ha xz € D; az f függvény grafikonjának nevezzük, ha (x, f(r)) 
ábrázolható. Ekkor az y — f(a), z € D; egyenlet a függvény görbéjének 
egyenlete. 


6.1.6. Példa 
A Dirichlet-féle függvény: 


íj 1, harzc0 





0, hare(RYVO) 
nem ábrázolható függvény. 


6.1.7. Megjegyzés 

Peter Gustave Lejune Dirichlet (1805-1859), német matematikus és fizikus. 
A modern függvényfogalom kialakítója. A számelmélet továbbfejlesztője 
és a Fourier-sorok elméletének megalapozója. Franciaországból menekült 
hugenotta családból származott. Tehetsége hamar megmutatkozott. 
Göttingenben Gauss tanítványa volt. Harminckét évesen már professzor volt 
a breslaui (ma Wroctaw) egyetemen. Innen Berlinbe került és Gauss halála 
után egykori mestere helyét foglalta el. Kapcsolatot tartott fenn korának 
minden jelentős matematikusával. 
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6.1.8. Példa 
Vázoljuk az 


vVxc, haz20 











1 
——, har c0 
ő 


függvény görbéjét! 


Megoldás: 
A függvény tulajdonságai alapján: 











6.1. ábra 


6.1.9. Példa 
Az 


z — p(t) 
bel rel 


t-paraméteres egyenletrendszer az (T,y)-sík valamely görbéjének ún. 
paraméteres egyenlete. Ha a p leképezés kölcsönösen egyértelmű és D, — 
D4, akkor a fenti egyenletrendszer ún. paraméteres megadású függvényt 
határoz meg. 

Legyen 


(dosat e teb2r 
y-sint 
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Mivel 
x? 3 y" — sin? zh cosZr—1, 
így 
y— tv1— 22. 
6.1.10. Definíció (explicit és implicit alakban megadott függvények) 


Az y — f(x) alakban megadott függvényt explicit alakúnak mondjuk, míg az 
F(x,y) — 0 egyenlettel meghatározott függvényt implicit alakúnak nevezzük. 


Bizonyos feltételek mellett az implicit alakból felírható a függvény explicit 
alakja. 


6.1.11. Példa 

Legyen az F(x,y) — 333 y?—1 — 0 implicit alakú függvény adott. Hay 5 0, 
akkor az y — f(z) — vV1— 3? explicit felírás adódik, illetve, amennyiben 
y c 0, akkor az y— f(z) — —v1 — 32? explicit alakhoz jutunk. 


6.1.12. Definíció (függvények egyenlősége) 

Legyen adott az f és g függvény, megfelelően a Dy és D, értelmezési tar- 
tománnyal. Az f és g függvények egyenlőek, ha megegyezik az értelmezési 
tartományuk és értékkészletük, azaz ha Dy — D, — D és f(x) — 9(2) vieD 
esetén. 


Ismert függvényekből - értelmezési tartományuk közös részén - az 
alapműveletek felhasználásával új függvényeket állíthatunk elő. 


6.1.13. Definíció (műveletek függvényekkel) 
Legyen adott az f és g függvény a D; és D, értelmezési tartománnyal. 
Az J és g függvény: 


e összege az 

Fi(x) —(f 1 9)(a) — f(2) 4 9(a) függvény, va E(DrnD9); 
e különbsége az 

F(2) — (1 — 9)(z) — f(2)—9(2) függvény, Vze(DrnD9); 
e szorzata az 


Fz(x) —(f:99(2) — f(2):9(a) függvény, Vvze(DrnD,); 
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e hányadosa az 
F.(x) — 6) (2) és függvény, Va E DjN(z : 9(2) A 0, € DJ). 


6.1.14. Definíció (összetett függvény, függvények kompozíciója) 
Legyenf : RöÖ R és g:R — R két egyváltozós valós függvény. Ekkor 
a D; értelmezési tartományú f külső és D, értelmezési tartományú g belső 
függvényekből álló f o g összetett függvényt a következőképpen értelmezzük: 


h—-fog:R-Ö R, h(a) :— f(g(2)), 


ahol a h függvény értelmezési tartománya a Dg azon xg pontjaiból áll, 
melyekhez tartozó g(xo) értékek beletartoznak Dr-be: 


Drog — Dn — D,N(x : 9(2) E Dr, 2 € DJ). 


Az összetett h — f og függvény x9 pontbeli helyettesítési értéke: 
h(xo) — (f o 9)(x0) — f(9(x0)), To € Dn. 





6.2. ábra 
6.1.15. Példa 
Legyen 
f(x) — cosa, 9(x) — 37, z(r)— v1-— a, 
ahol 
öss. sk 
illetve 


D.—(r:1—31201€Rj—(fr:rc1,7eRhl. 
Ekkor 
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e Fi(z) — f(x) — 9(2) — cosz 137, 
e Fo(z) —g(2)—2(2—37—v1— 7, 
a Feje Tf 





(2) 
. 9(2) 37 
(2)  V1—a 


va e (DFn.D,) — R; 





va e (D,n D,) — D;; 


: z(x) — (cosz) -vV1-—a, Vxe(DynD,)— D;; 





va e D.N(D.V(1p—-D.VÍ1)j—(ír:zc11E€R); 
e F:(—foz—cosvV1-—a, VaxeD;; 


e Fs(2y—20g— v1— 37, 








vr:efíz:1—37201€R)—ífr:rc0TreRhl. 


6.1.16. Megjegyzés 


Már ismert, hogy ha az f : X c Y függvény bijektív (azaz injektív és 
szürjektív, más néven kölcsönösen egyértelmű leképezést létesít az X és Y 


halmazok között), akkor létezik 


f :YoXx 


inverz függvény. Az invertálás művelete során az f : X SY és f1:Y-oXx 
függvények értelmezési tartománya és értékkészlete szerepet cserél. Mindez 
igaz egyváltozós valós függvényekre is. 


6.1.17. Példa 
Mutassuk meg, hogy az 











f:R-—öR, f(2)y— T-t 2, 


függvény invertálható az egész Dr — 











f":R-R, f/(2—r-—2 ze Dr-1—R. 


Megoldás: 





ze D;-R, Rr—R 








R értelmezési tartományban és 











Az adott f(x) — z 1 2 függvény esetén Dr — R, Rp — R és f minden valós 


értéket egyszer vesz fel. Ezért létezik 


jesz 





R — 





R 





inverz függvény. Az f függvény görbéjének egyenlete y — x 4 2. Felcserélve 
a függő és független változók szerepét kapjuk, hogy 


Tett 2 
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amelyből adódik, hogy 


vagyis az inverz függvény: 


fs] 




















6.3. ábra 


6.1.18. Példa 
Mutassuk meg, hogy az 








f:R-—R, f(2—2 DFC 








R, 
a teljes értelmezési tartományában nem invertálható! Adjunk meg egy olyan 
intervallumot, ahol létezik az f"! inverz függvény! 

Megoldás: 


Mivel a függvény minden pozitív valós értéket két helyen vesz fel: 


f(x) — d — (—ro)? — f(—xo), ToERVf0 


ezért a teljes értelmezési tartományában nem invertálható. Azonban, ha 
a Dr — R értelmezési tartományt leszűkítjük a pozitív valós számok hal- 
mazára: 








D;.—Rt, 
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azaz ha 





f:RY—o Rt, 








akkor 
f(a)— f(b— a —t—(a—b)(a-- b) 


miatt bármely a,b € Rt, a -£ b esetén 


fla — fb) 70, 





f(a) 7 f(b). 


Tehát fennáll az invertálhatóság feltétele. A változók szerepét felcserélve az 
y — 1? egyenletben kapjuk, hogy 


ahonnan 


így az inverz függvény: 











JT" 1 IRT R" , JT (2) — Va. 











6.4. ábra 
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6.2 FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓ 


Egy függvény görbéjének megrajzolását a Descartes-féle derékszögű ko- 
ordinátarendszerben megkönnyíti, ha valamely ismert grafikonú függvény 


LSE LŐ a 


görbéhez. Az alábbi függvénytranszformációkat emeljük ki: 


Eltolás az y-tengely mentén 





Az y — f(2) -a, a € R függvény (2, f(x) 4 a) grafikonja az f függvény 
(z, f(z)) grafikonjának az y-tengely mentén lal egységű eltolással kapható 
meg. Ha a 5 0, akkor az y-tengely pozitív irányába, ha pedig a € 0 akkor 
az y-tengely negatív irányába történik az eltolás. 


6.2.1. Példa 
Legyen f(r) — 1? 42, r € R. Rajzoljuk meg a függvény grafikonját! 





Megoldás: 
A függvény grafikonját a g(r) — 32, r € R függvény görbéjének 2 egységű 
" felfelé" való eltolásával kapjuk. 











-3 2 -1 0 1 2 3 





6.5. ábra 
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Eltolás az r-tengely mentén 





Az y — f(z — b) b E R függvény (z, f(z — b)) grafikonja az f 
függvény (x, f(z)) grafikonjának az r-tengely mentén ]b] nagyságú eltolással 
származtatható. Ha b 5 0, akkor az r-tengely pozitív irányába, ha pedig 
b € 0 akkor az r-tengely negatív irányába valósítjuk meg az eltolást. 


6.2.2. Példa 


Legyen g(r) — x2. Rajzoljuk fel az f(x) — (xzr — 1)? függvény grafikonját! 


Megoldás: 


A 6.6. ábrán piros színnel a g(r) — xx? függvényt, kék színnel pedig az 
f(a) — (z— 1)? függvényt ábrázoltuk. 











6.6. ábra 


Nyújtás (vagy zsugorítás) az y-tengely mentén 


Azy — c- fla) ce 





R függvény (x,c: f(z)) grafikonja az f függvény 


(z, f(z)) görbéjéből az y-tengely menti Ic[-szeres nyújtással (zsugorítással) 
származtatható. Ha c € 0, akkor c - f(r) grafikonját a lc] - f(z) függvény 
görbéjének az r-tengelyre vett tükrözésével kapjuk meg. Ha [c] 5 1 akkor 
nyújtunk, ha Ic] € 1 akkor zsugorítunk. 
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6.2.3. Példa í 
Legyen f(x) — x?. Rajzoljuk fel az g(r) — 37? és a h(r) — 577 illetve az 
(3) — —31? függvények görbéjét! 


Megoldás: 
A 6.7. ábrán fekete színnel az f(x) — x? függvényt, piros színnel a g(z) — 39? 


függvényt, zöld színnel a h(T) — 57 függvényt és lila színnel az I(x) — —3x? 


függvényt ábrázoltuk. 











6.7. ábra 


Nyújtás (vagy zsugorítás) az 1-tengely mentén 





Az y — f(5), de RV (0b (5) e D; függvény (2, f(5)) görbéje 
az f függvény (zx, f(zt)) grafikonjának r-tengely menti Id[-szeres nyújtással 
(Idl 5 1) vagy zsugorításával (]Id] € 1) származtatható. Ha d c 0, akkor 
az (2, f (5)) görbét az Éz f (a)) grafikonból kapjuk az y-tengelyre vett 
tükrözéssel. 


6.2.4. Példa 


2 
Legyen f(r) — 12. Rajzoljuk fel a g(r) — 6) függvény grafikonját! 
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Megoldás: 
2 
Fekete színnel az f(x) — xr? függvényt, piros színnel a g(T) — 6) függvényt 


ábrázoltuk a 6.8. ábrán. 











6.38. ábra 
Tükrözés az 1-tengelyre 


Az y — —f(a2) függvény görbéjét megkapjuk, ha az y — f(x) függvény 
grafikonját tükrözzük az r-tengelyre. 


Tükrözés az y-tengelyre 


Az y — f(—a) függvény görbéjét megkapjuk, ha az y — f(x) függvény 
grafikonját tükrözzük az y-tengelyre. 


6.3 EGYVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK EGYES INTERVALLUMBELI 
TULAJDONSÁGAI 


A 3.6 alfejezetben megkülönböztettük a számegyenes különböző típusú inter- 
vallumait. Most ismertetjük az egyváltozós f függvény egyes tulajdonságait, 
amelyek teljesülhetnek vagy az egész DF értelmezési tartományban, vagy an- 
nak egy bizonyos I C D;, részintervallumán. 
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6.3.1. Definíció (függvény monotonitása) 

Az f : Dry — R valós egyváltozós függvényt értelmezési tartományának 
valamely I C Dr részintervallumán monoton növekvőnek illetve monoton 
csökkenőnek nevezzük, ha Vx1,r2 el, a1 a xo esetén 


J(a1) £ f(22) 


illetve vVx1, x2 e I, 1 C x2 esetén 


J(a1) 2 f(22). 
Az f : Dy — R függvényt szigorúan monoton növekvőnek illetve szigorúan 
monoton csökkenőnek mondjuk az I intervallumon, ha Vx1,x2 E I, x C x 
esetén f(xri1) c f(x2) illetve vx1, 72 € I, xi C x2 esetén f(x) 5 f(22). 








6.3.2. Definíció (függvény korlátossága) 

Az f : Dy — R egyváltozós valós függvényt az I C Dr; részintervallumon 
alulról illetve felülről korlátosnak nevezzük, ha létezik olyan k illetve K valós 
szám, hogy Vga € I esetén 


k Ca f(xa) illetve f(x) SK. 


Ha az f függvény alulról és felülről korlátos függvény, akkor korlátosnak 
nevezzük. 





Nyilvánvalóan a korlátosság azt fejezi ki, hogy a függvény görbéje az I C Dr 
intervallumon az y — k és y — K egyenesek által határolt sávban található. 








6.9. ábra 
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6.3.3. Példa új 

Korlátos-e az f : R — R, f(x) — Jaz függvény az I — R — (—oo, 00) 
x 

intervallumon? 

Megoldás: 





Mivel f(z) 50, Vr ER esetén, ezért f alulról korlátos és k — 0. Továbbá 
1 1 1 

s aj s 
273227 240 2 





Va € R-re. 


f(z) 





1 
Ezért f(x) c 5 


— K. Tehát a függvény korlátos. 











6.10. ábra 











Legyen I — [a,b] az f : R - R függvény értelmezési tartományának egy 
zárt intervalluma. Tekintsük az f : R — R függvény görbéjének az [a, b] 
intervallumhoz tartozó darabját. 











6.3.4. Definíció (konvex, konkáv függvény ) 
Az f : R— R függvény konvex (felülről domború) az la, b] intervallumon, ha 
Vai, x2 € (a,b) ésO Ca 1 esetén az 











J(axi 7 (1— a)x2) S a: f(x) 4(1— a)f(22) 
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egyenlőtlenség teljesül. Ha az 
f(axi1- (1— a)zo) 2 a: f(x) 4 (1— a)f(x2) 


egyenlőtlenség áll fenn, akkor az f : RG R függvény konkáv (alulról homorú) 
az (a, b) intervallumon. 


6.3.5. Megjegyzés 

A konvex illetve konkáv tulajdonságnak az alábbi egyszerű geometriai 
szemléltetés felel meg. Ismeretes, hogy bármely u,v € [a,b], u € v esetén 
a görbe (u, f(u)) és (v, f(v)) pontjait összekötő egyenes (húr) egyenlete a 
következőképpen írható fel: 


— IDE fg — a) 4 (0), E (üyv. 


Az f : R— R függvény az fla, b] intervallumon konvex (felülről domború), ha 
bármely (u, v) € [a, b], u C v esetén minden x € (u, v)-re teljesül az 


(6.1) fm) c ET fg — 1 ae fe) 


egyenlőtlenség, azaz a függvény görbéjének bármely íve az ív végpontjait 
összekötő húr alatt helyezkedik el. 





6.11. ábra 
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Ha bármely (u, v) € la, b], u C v esetén minden 2 € (u, v)-re 


f(v) — f(u) 


VU—Uu 


(6.2) f(2) 2 (z— u) 4 f(u) 


teljesül, akkor a függvény konkáv (alulról domború) az la, b] intervallumon. 
Ekkor bármely íve a görbének a húr felett van. 





6.12. ábra 


6.3.6. Példa 

Az f:R-R, f(z) — Az B, A,BER, A -£ 0 lineáris függvény az la, b] 
intervallumon egyszerre konvex és konkáv is, mivel a (6.1) és a (6.2) relációk 
egyszerre teljesülnek egyenlőség esetén. 


6.3.7. Definíció (páros és páratlan függvény ) 
Az f : Dr R függvényt párosnak illetve páratlannak nevezzük, ha 


e Vr E D; esetén —xT € D is teljesül és 
e f(x) — f(—2) illetve f(—r) — —f(2). 


6.3.8. Megjegyzés 
A páros függvény grafikonja az y-tengelyre, míg a páratlan függvény görbéje 
az origóra szimmetrikus. 
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6.3.9. Példa 
Az f(x) — 17, r € R páros függvény, a g(z) — 21, z € R páratlan függvény. 





6.13. ábra 


Ismeretes a trigonometrikus függvények periodicitása. 


6.3.10. Definíció (periodikus függvény ) 
Az f : R— R függvényt periodikusnak nevezzük, ha létezik olyan pozitív T 
szám, hogy minden x € Dr-re és (2 --kT)-re, aholk e Z 


f(2)— (4 kT) 


teljesül, ha (z--kT) € Dr. Azt a legkisebb T számot, melyre fennáll az utóbbi 
egyenlőség, a függvény periódusának mondjuk. 


A periodikus függvény képe a 7 periódusonként ismétlődik. 


6.3.11. Példa 
Vázoljuk az 


f(x) — 22 ha0Clrci 
. 1 f(z-31), egyébként, ze 


függvény grafikonját! 
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Megoldás: 
A függvény periódusa: 7 — 1. 





6.14. ábra 


6.3.12. Példa 
Bizonyítsuk be, hogy az f:R- R, 


fújj E 1, ha 2 racionális 
. 1] 0, haz irracionális 


ún. — Dirichlet-féle függvénynek minden 0-tól különböző racionális szám 
periódusa! Létezik-e olyan irracionális szám, amelyik periódusa f-nek? 


Megoldás: 

Legyenr € O,r A 0. Ha x € OG, akkor 1-r € BO, míg z € (RV 0) esetén 
xr-4rEe(RVO0). Ezért f(x r) — f(z) minden x valós számra, azaz minden 
r periódusa f-nek. 

Irracionális szám nem lehet periódusa f-nek: ha p e (RV 0) periódusa lenne 
J-nek, akkor 


0 — f(—p)— f(—ptp)— f(0—1 


teljesülne. Ez ellentmondáshoz vezet. 
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6.3.13. Definíció (globális maximum, minimum ) 
Az f : Dry — R függvénynek az értelmezési tartomány valamelyik a € Dr 
pontjában globális marimuma illetve globális minimuma van, ha 


f(a) c fla) illetve f(xa)5 f(a) vre DrV(abk. 


6.3.14. Definíció (lokális maximum, minimum ) 

Az fJ : Dr — R függvénynek az a e Dr helyen lokális maximuma illetve 
lokális minimuma van, ha létezik a-nak olyan Ks(ap—(rER:]r—al c ől 
ó-sugarú környezete amelyre teljesül, hogy 


f(a) c f(a) illetve f(x)2 f(a) vre kKs(la)n Dr. 


6.3.15. Példa 
Legyen f(x) — 1-1, r € R. Az adott függvénynek az z — 0 helyen globális 
minimuma van. 





6.15. ábra 


6.4 EGYVÁLTOZÓS FÜGGVÉNY HATÁRÉRTÉKE 


A 4.3 alfejezetben bevezettük a határérték fogalmát numerikus sorozatok 
esetén. Most egyváltozós függvényre vonatkozóan tárgyaljuk a határérték 
fogalmát. 
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6.4.1. Definíció (ó-sugarú környezet) 
Az 39 E R ó-sugarú környezetén a 








Ks(x0) — (re R:]r— rol c6)— (19 — 6 To 6) 
halmazt értjük. 


6.4.2. Definíció (ó-sugarú bal oldali környezet) 
Az ro € R ó-sugarú bal oldali környezetén a 








Ks; (2):—(2ER:19—őcIcaI)—(19—ő60, 29) 
halmazt értjük. 


6.4.3. Definíció (ó-sugarú jobb oldali környezet) 
Az 39 E R ó-sugarú jobb oldali környezetén a 








Ks3.(x0) —í(rEeER:x c Ta Trot ó)— (TT tő) 
halmazt értjük. 


6.4.4. Definíció (a határérték Cauchy-féle megfogalmazása ) 

Legyen az f : R — R függvény értelmezett az xo véges pont valamely "y- 
sugarú K. (70) környezetében, kivéve esetleg az xg pontot. (Az xo pont a 
D7; értelmezési tartomány torlódási pontja, hiszen környezete végtelen számú 
pontot tartalmaz.) Akkor mondjuk, hogy az A € R szám az f függvény To 
helyen vett határértéke, ha V € 5 0 esetén 3 ő — ő(e) 5 0 (ő £ 9), melyre v 
z e K5(19) esetén, azaz Iz — xo] C ó, akkor 

















(6.3) [f(D— Al ce 


Jelölése: lim f(x) — A. Olvasva: limesz f(x), ha x tart xo-hoz. 

Tr OX0 
6.4.5. Definíció (a határérték Heine-féle megfogalmazása ) 
Legyen az f : R — R függvény értelmezett az xg véges pont valamely ó- 
sugarú K5(x0) környezetében, kivéve esetleg az ro pontot (xg torlódási pontja 
D-nek). Akkor mondjuk, hogy az AE R szám az f függvény za pontban vett 
határértéke, ha minden olyan (xn) 21 számsorozat esetén, amelyre 














(6.4) Má — 10; Tn E K5(x0) 


no oo 


teljesül, hogy 


(6.5) lim f(xn) — A. 


n-oo 
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6.4.6. Megjegyzés 
A Heine-féle definícióból következik, hogy a függvény határértéke egyértelműen 
meghatározott, hiszen számsorozat határértékeként vezettük be. Ez utóbbira 
pedig érvényes az unicitás. 

6.4.7. Példa 
Igazoljuk, hogy az f:Ro R, 


rn-( 32, hazeRVt(1t 














5,  hazr—1 
függvény határértéke az 9 — 1 helyen 3, azaz: 


lim f(x) — 3. 


rol 
Megoldás: 
Alkalmazzuk a Cauchy-féle definíciót. Tetszőleges c 5 0 esetén válasszuk 
€ E 
9(€E) — 7 -nak, azaz legyen Iz— 30— ]Íz— 1] c 5 Ekkor 


If(2) — 31— [372—31— 3] — 1] 23-57 —e. 
Tehát valóban 
lim f(7) — 3. 


Vegyük észre viszont, hogy a függvény helyettesítési értéke az ro — 1 helyen 
5. 
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6.4.8. Lemma (a Cauchy- és a Heine-féle definíciók ekvivalenciája) 
A határérték Cauchy-féle és Heine-féle definíciója ekvivalensek. 


Bizonyítás: 

Igazoljuk, hogy a Cauchy-féle definícióból következik a Heine-féle definíció. 
Mivel az ro pont torlódási pont, ezért ki tudunk választani az értelmezési 
tartomány K5(x9) környezetéből egy 


(6.6) (Xn Tr 70 
számsorozatot, amely xg -hoz konvergál: 


(6.7) hm ty ET 


A sorozat határértékének definíciója szerint a (6.3)-ban szereplő ó számnak 
megfelel egy n — no(ó) e N index, amelyre n 2 no(ó) esetén 

[Ir — To] có 
és (6.3) szerint ekkor 


(6.8) f(x) — AI £ c. 


A (6.8) egyenlőtlenségből kapjuk a Heine-féle definícióban szereplő (6.5) 
egyenlőséget. 

Most pedig indirekt úton belátjuk, hogy a Heine-féle definícióból következik 
a Cauchy-féle. Indirekt feltevésünk a következő: Ve 5 0 -hoz mindig létezik 
olyanT— 7T - 29 érték, hogy [7 — zol C ő esetén 


(6.9) If(m)— Al 2 e. 
Legyen (ónh-i egy pozitív számokból álló nullához tartó sorozat, azaz 


hir ós E 0. 


Az indirekt feltevésünk alapján V ó — ó, számhoz létezik olyan T — T,, 
melyre IT, — xol C ón esetén 
(6.10) f(x) — AI 2 e. 
Így előállt egy 
T1, 12, 13, 1, Ún e I nai 


sorozat, melyre 
Ta — xol C ón, nz-1,2,3, ... 
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Mivel 
lim ón — 0, 


ké mát e] 


ezért 
lim Ta ST 


no 


A Heine-féle definícióból következik, hogy az 


f(x), J(x2), T(x3), se (Zn) casa 1 (Zn) 





számsorozat A-hoz konvergál. Ez viszont ellentmond a (6.10) feltételnek, 
mivel ez utóbbi szerint If(Tn) — AlZ e. 














6.4.9. Megjegyzés 

A határérték kiszámítására e két definíció nem használható, mivel alkalma- 
zásukhoz a határérték ismerete szükséges. Az ún. Cauchy-féle kritérium 
segítségével a határérték ismerete nélkül tudjuk eldönteni a határérték 
létezését. 


6.4.10. Tétel (Cauchy-féle kritérium a határérték létezésére) 

Az f : Dy — R valós egyváltozós függvénynek az xd € Dr helyen vett 
határértéke akkor és csak akkor létezik, ha V E 5 0 esetén található olyan 
ó(e) 5 0, melyre 





(6.11) I1—zxo] Có, ]y— To] c ó, ryeD;, xyATo 
esetén 

(6.12) eg egnl ze: 

Bizonyítás: 


Szükségesség. Adott, hogy létezik véges határérték: 


lim f(x) — A. 


roOIx0 


Ekkor V E 5 0 esetén létezik olyan ő — ó(Ee) 5 0, melyre 


Ir—xo] Cóő esetén If(z)— Alc 5 


Feltételezzük, hogy y-ra is fennáll az 


ly— rol c ó 


120 6 EGYVÁLTOZÓS VALÓS FÜGGVÉNYEK 





egyenlőtlenség és így 


(4-4 c 5 
is teljesül. Ezek alapján: 
72 — 591173 —-44(-f() 44] 2 a H8 5 S 


Elégségesség. Adott, hogy fennáll (6.11) és (6.12). Belátjuk, hogy 
létezik határérték. Legyen (xnto1, tn € Dr egy tetszőleges xo-hoz tartó 
számsorozat (ilyen létezik, mivel ro torlódási pont): 


lim ma — 0. 


n-oo 


Ekkor létezik n — no(ó), melyre n 5 ng és m 5 ng esetén 
[—Txol Cóő és ]Tm— gol Gő. 
Továbbá a (6.11) és a (6.12) feltételek alapján 


(6.13) f(x) — f(xm)i € €. 


teljesül. A (6.13) egyenlőtlenség az 5.2.2 Tétel (Cauchy-féle konvergenci- 
akritérium) alapján azt jelenti, hogy az 


íJ (tn) hi 
számsorozat konvergens, melynek határértékét jelöljük A-val. 


(6.14) lim f(xmn) — A. 


Már csak azt kell igazolni, hogy A független az (1. ) számsorozattól. 


Legyen (T.h21 egy másik xo9-hoz tartó számsorozat: 


lim Tr ÉÁTÓŐ 


A bizonyítottak alapján az (f(Tn)jm-i számsorozat is konvergens, melynek 
határértéke legyen A: 


(6.15) lim f(7) — A. 


n-o00o 


Az A — A egyenlőség bizonyítása céljából feltételezzük, hogy A £ A. Ezek 
után kiválasztunk egy újabb számsorozatot, mely magába foglalja az (rnh2 s 
és (Tnho2 4 sorozatok elemeit: 


(6.16) Ti Tas C3, DO eggs Ügy: 
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A (6.16) számsorozat nyilvánvalóan xo-hoz konvergál. A (6.16) számsorozat 
az 


(6.17) f(x), f(x), f(12), f(x), Vsttyől T(En)a T(Zr); dér 


számsorozathoz vezet, amely divergens, hiszen két különböző torlódási pon- 
tja van (A £ A). Ellentmondásra jutottunk, hiszen már bizonyítottuk, hogy 
a (6.17) sorozatnak létezik határértéke. 














Cauchy-féle megfogalmazásban megadhatjuk az ún. baloldali és jobboldali 
határérték fogalmát. 


6.4.11. Definíció (bal oldali és jobb oldali határérték) 

Akkor mondjuk, hogy az A. szám az f : Dr — R függvény xo pontban vett 
bal oldali határértéke, ha V € 5 0 esetén 3 ó — ő(e) 5 0, hogy V 2 E 
DF(1K5-(10) esetén 








(6.18) [f(m— Ace 


Jelölése: — lim íz) — A . 

Xr—oOXg— 
Az A, szám az f : Dry — R függvény xo helyen vett jobb oldali határértéke, 
hav E 5 0 esetén 3 ő — ő(e) 5 0, hogy V 2 € DF(1K54(T0) esetén 





(6.19) [f(29— Al ce 


Jelölése: lim f(x) — Ay. 
r—oxoTt0 
6.4.12. Tétel (szükséges és elégséges feltétel a határérték létezésére) 
Az egyváltozós f : Dry — R függvénynek az xo helyen akkor és csak akkor 
létezik határértéke, ha, létezik az z9 pontban bal és jobb oldali határérték és a 
két féloldali határérték megegyezik. Ez a közös A érték az f függvény x9-beli 
határértéke: 





(6.20) lim f(2)— lim f(zy—m A € lim f(zy)— A 
roxo—0 roxrot0 rox 
Bizonyítás: 
Szükségesség. Ha lim f(r) — A, akkor a Heine-féle definíció alapján 
rox 


bármely 2o-hoz konvergáló bal oldali f(zrz) 21, za GC To és jobb oldali 


(ar) 21, Ti 5 To sorozatok esetén léteznie kell az alábbi határértékeknek: 


(6.21) lim f(z) — A és lim f(xf) — A, 


n-oo n-0oo 
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tehát 
(6.22) lim f(2)— lim f(x) — A. 


r—Óxrg—0 roxrot0 
Elégségesség. Az (6.22) egyenlőségből indulunk ki. Tekintsük az zg szám 
ó-sugarú (19 — ó, To 4 ó) környezetét és az A szám €-sugarú (A — e, A 7 €) 
környezetét. Feltételeink szerint z c DF N Ks.(xo) és z € DFN K5..(T0), így 


(6.23) If(m) — Al c e. 
Tehát a határérték Cauchy-féle definíciója értelmében: 
(6.24) lim f(x) — A. 

roOTx0 














Általánosítható a függvény határértékének fogalma végtelen A illetve To 
esetén is. 


6.4.13. Definíció (végtelen határérték) 

Azt mondjuk, hogy az f : Dr — R függvénynek véges xo pontban vett 
határértéke -4-oo illetve —oo, ha V A 5 0-hoz illetve B € 0-hoz 3 ő — ó(4A) 
illetve ő — ó(B) úgy, hogy V x € DF. N K5(xo) esetén 





(6.25) f(2) 5 A illetve f(x) cB 
Jelölése: lim f(x) — too illetve lim f(T) — —oo. 
rox ToOXO0 


6.4.14. Példa 
Igazoljuk, hogy lim 5 — koo, DF—R V 10). 
2o0X 





Megoldás: 
Igazolnunk kell, hogy V 4A-hoz 3 ő — ó(4), melyre [Ir — 391 — ]z—0] c ó 
esetén 
1 
z 5 A, 
melyből 
2 
E; 
TSA 
L ő s Ha Ir— 0] c 3 kk 
egyen ő — —. Ha [7 — ——, akkor 
1 
2 sz 
MS 
azaz ű 
— 5 A. 
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6.4.15. Definíció (határérték a végtelenben) 

Legyen az f : Dr — R függvény értelmezési tartománya felülről nem korlátos. 
Az J függvény 4-o00-ben vett határértéke a A szám, hav E€ 5 0 estén 3 ó — 
ó(e) 5 0 szám úgy, hogy V 3 € D; és x 5 ő esetén 








(6.26) [f(m— Ace 


teljesül. 
Jelölése: lim f(z) — A. 


6.4.16. Példa j 
Igazoljuk, hogy lim — — 0, DF—RV (04. 











x 
Megoldás: 
Valóban, V € 5 0 esetén 3 ő — ó(e) 5 0, melyre x 5 ó(E) esetén 
1 1 
a —— 0 - 72 az iszt 
melyből 
5. A 
a 5 
E 
azaz 


Tehát, haz 5 ó — akkor 


xr2 





1 1 o] 
—— , —- — E, azaz 
Ve 
1 


lim — — 0. 
1—thoor2 


A határérték kiszámítását megkönnyíti az alábbi állítás. 


6.4.17. Tétel (a határérték műveleti tulajdonságai) 
Ha az f : Dy — R és g : D, — R függvényeknek az xg helyen létezik 
határértéke: 








(6.27) lim f(zY)— A és lim g(x) — B, 


rox TOXxo 


akkor a két függvény összegének, különbségének, szorzatának és hányadosának 
is létezik határértéke az xo pontban, mégpedig: 





1. lim (c: f(z)) — c: lim fír)— c: A, (ce R); 


TOXx rox 
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2. lim (f(x) Ek g(2)) — lim f(x) £ lim g(z) — AA B; 


rox ToOTO0 1—TO 
3. lim (f(x) : g(za)) — lim f(2) : lim g(x) — A :- B; 
rox TOT ToI 


lim f(a) 
.  J(2)  2—o A 
ő KESKET ES — límdg(m) B7 isessetbk 


27oOIXx0 





Bizonyítás: 
Csak a 2. állítást bizonyítjuk. Az A és B határértékek létezése miatt: 
VE 5 0 esetén 361 — ó1(e) úgy, hogy Iz — rol C ói: esetén 


fdeAaő 





illetve V € 5 0 esetén 362 — 62(e) úgy, hogy Iz — rol Ca ó2 esetén 


e 
— BI a —. 
9(2- BI c: 





Legyen ó — minf(ő1, 02). Ekkor V E 5 0 esetén Jó — ó(E) úgy, hogy Í17— To] c ó 
esetén 

E E 

If(2) 4 9(2)— (44 BISIf(2— 4-4 l9(2—Blc5t a 


SB: 














6.4.18. Példa 


Számítsuk ki a lim 
ro1 





4 
határértéket! 


Megoldás: 


örs, ÁS dd 
lim — s FT fesse eszet 
201 TX limx 1 


rol 


6. 





6.4.19. Tétel (véges határérték létezéséből következő korlátosság) 
Ha létezik véges lim f(r) — A határérték, akkor az xo pont valamely 
TOI0 


környezetében az f függvény korlátos. 


Bizonyítás: 
A határérték létezéséből: 
VE 5 0 esetén Jó — ó(E) úgy, hogy V 2 € DF N K5(x0) esetén 


f(2) — AI c e. 
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Az abszolút érték tulajdonságai miatt: 
Hg [AE [fija ce 


azaz 


If(z)l— lAlI e. 


Tehát 
I4I — c c [f(2] c IAl- e. 











Vagyis f(x) korlátos. 





6.4.20. Tétel (a függvény abszolút értékének határértékéről) 
Ha létezik a véges lim f(xr) — A határérték, akkor a lim]f(x)i — JAI 
rox 1—TO 


határérték is létezik. 


Bizonyítás: 
Az előző tétel bizonyításából következik, hogy IIf(x)I — IAII c e. 














6.4.21. Megjegyzés 
Az előző tétel megfordítása nem igaz. 


6.4.22. Példa 


1 1 
Létezik-e határértéke az ro — 0 helyen az f(z) — — és I[f(z)] — E 
z 
függvényeknek? 
Megoldás: 


Kiszámítjuk az xo — 0-beli bal- és jobboldali határértékeket: 


. 1 su 5 
lim — ——o00£ lim — — oo, 
1560—0T ro0-1-02 


1 
azaz az f(r) — — függvénynek ro — 0-ban nincs határértéke. 
T 
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6.17. ábra 
Azonban, 
lim — — --oo. 
zol] 


6.4.23. Tétel (nevezetes határértékek) 


. sing 
a) líim 
2600 XT 





—1,7TA£0 TER 


19" Tas 
b) lim ( 2 2) — lim ( 2 2) — e 
r— oo x T—o—o0 x 


c) lim (17 2) — e", a ER, a A 0, z € (—o0, —]Ial) U (lal, 00) 


T1—1-oo 





Bizonyítás: 
A tétel a) részét bizonyítjuk. Először igazoljuk, hogy 


. m 
sin cx Ctgxr, ha ÜAmő 5 


Tekintsük az alábbi R sugarú kört. 
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6.18. ábra 


Jelöljük ki B-t a körvonalon az első síknegyedben, majd készítsük el az AC 
érintőt. Ekkor: 


SAOAB £ SoaBkörcikk £ SAo4c. 


Mivel 


1 1 RZ2 si R2 si 
SADAB — DA : BD — 5tsin2(R — Rcosx) — ns Hl 2 EE, 





R?sinrcosz  Risinz  R?sinrcosr  Risinx 














SAOAB — 2 HESS Tá ös 5 ÉN 
2 . 
DoABtöreikk — radiánban mért "2" szög; 
és i ű 
Szó e-ŐA 40 EMI, 
2 2 
Tehát 2 
Rsinx 1l 1 

5 2 28 x a a tg, 

azaz 


siny Ca T a tgy. 
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Feltéve, hogy 0€2 c ki adódik, hogy 














sinr 5 0. Tehát 





198 1 
1 € — ; 
sinTt  cosx 
Attérve a reciprokokra: 
sing 
1.5 5 COST 
Továbbá . 
sing 
— Za — COST, 
2 
azaz : 
sing 
0 €1— Cca 1—cosg. 
Azonban 
1—cosz Cd, 
mivel 











4) Tx Tx x x s ll valla 1 
1— cos — cos? 5 - sin" 5 — cos? 5 sin? - — 2sin" és 2 5 CI, 
ha z c 2. Ezért 8 
sinx 

0 €1— 2; 

illetve 
sing 
1- a Ia]. 





A definíció szerint, ha V E 5 0 esetén d 




















ó — ó(e) — e, Ír — 0] € ő — z esetén 

















; c sing jé; 
azaz ; 
ige 
ro0 
6.4.24. Példa 3 
Számítsuk ki a lim vásézlsst határértéket! 
Megoldás: 
. sin32 sin3z 3 0 
lim sz : - — — 
200 5gT 2600 39 5 5 
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7 FOLYTONOS FÜGGVÉNYEK. SZAKADÁSI HELYEK 
A gyakorlatban igen fontos szerepük van a folytonos függvényeknek. 


7.11 FOLYTONOS FÜGGVÉNYEK 


7.1.1. Definíció (folytonos függvény) 
Az f : Dr— R függvényt az x9 € D; helyen folytonosnak nevezzük, ha az To 
helyen létezik határértéke és helyettesítési értéke, és ezek megegyeznek: 


Jim f(2) — f(x0). 





7.1.2. Megjegyzés 


1. A határérték Cauchy-féle definíciója szerint a fenti definíció azt jelenti, 
hogy V € 5 0 esetén 3 ő — ő(e) úgy, hogy Iz — To]  ó esetén 


[ty - fix ce 
teljesül. 
2. Szemléletesen a folytonosság azt jelenti, hogy ha az To — a számot 


kismértékben megváltoztatjuk, akkor az f(xo) — f(a) függvényérték is 
csak kicsit változik. 
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7.1.3. Definíció (balról illetve jobbról folytonos függvény) 

Az f : Dy — R függvényt az ro € Ds helyen balról illetve jobbról folytonosnak 
nevezzük, ha létezik az xo pontban baloldali illetve jobboldali határértéke és 
ezek a féloldali határértékek egybeesnek az xo-beli helyettesítési értékkel: 





lim f(x) — f(xzo), illetve — lim f(x) — f(20). 


T—xr0—0 12—5209-t0 


7.1.4. Példa 
Folytonos-e az f(x) — x? függvény az ro — 3 helyen? 


Megoldás: 
Az adott függvény folytonos To — 3-ban, mivel V c 5 0 esetén meg tudunk 
adni olyan ó — ó(e)-t, melyre ha [Iz — 3] € ő, akkor 
If) — f601—1f(29—91— Iz — 9] c c. 
Legyen ó — V9 4 € — 3. Ekkor Iz — 3] c 6— V9 4 z — 3 esetén 
—(v94Ee—3)€1—3a€V9tE—3. 


Így: 





1f(2)— (BI — lz2—91 — [(r—3)(x-H3)I c (V9Fe13)(V9 TF z—3) — 9-Fe—9 — e. 


A függvény határérték műveleti tulajdonságaira vonatkozó tétel alapján 
kapjuk az alábbi állítást: 


7.1.5. Tétel (folytonos függvények összegéről, szorzatáról, hányadosáról) 
Az xo helyen folytonos függvények összege, különbsége és szorzata is folytonos 
xo-ban. Az adott függvények hányadosa szintén folytonos, amennyiben a 
nevezőben lévő függvény helyettesítési értéke nem zérus xo-ban. 


7.1.6. Tétel (összetett függvény folytonosságáról) 

Feltételezzük, hogy az f : Dry C R és g : D, — R függvények adottak és 
R, C D;. Ha a g függvény folytonos az xg helyen és az f függvény folytonos 
a g(xo) helyen, akkor az F(x) — f(g(a)) összetett függvény, azaz 











fog:D9-R 
szintén folytonos az xo helyen és 


lim (f o g)(z) — lim f(g(x)) — f(9(To)). 


rox rox 
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Bizonyítás: 
Alkalmazzuk a folytonosság definícióját. Mivel f folytonos a g(x9) helyen, 
ezért V E 5 0 esetén - ő 5 0, melyre Ig(z) — g(xo)] — ő esetén 


If(g(x)) — f(g(x0))I — €. 


A g függvény 29-beli folytonosságából következik, hogy V €1 5 0 esetén d 
d1 5 0 úgy, hogy [7 — zo] Ca 61 esetén: 








I9(2) — 9(x0)] € €1. 
Legyen továbbá cz £ ó. Ekkor 


If(g(x)) — f(9(x0))I — ec. 


7.1.7. Tétel (folytonos függvények előjeltartásáról) 
Ha az f : Dr — R függvény az 19 helyen folytonos és 

















f(x) 530 illetve f(xo) c 0, 
akkor létezik xo-nak olyan ó-sugarú környezete, melyben 
f(2) 50 illetve f(x) c 0. 


Bizonyítás: 





Tekintsük az f(x0) 5 0 esetet. Az xo-beli folytonosság miatt 120) -é50 


esetén létezik olyan ó 5 0, hogy Ir — zol C ő, z € D; esetén teljesül, hogy 


[/(2— (zol c e - 99, 


amelyből 
J(20) 
B ? 


f(x0o) 
2 








2 f(zr) — f(xo) c 


f(20) 
2 


azaz 











5 0. 





f(z) : 


7.1.8. Következmény 
Ha f : R 6 R az x9 bármely környezetében pozitív és negatív értéket is 
felvesz, azaz van x1 és x2, hogy 


T(x) " f(x2) c0, 











akkor szükségképpen 
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T.2. ábra 


7.2 SZAKADÁSI HELYEK OSZTÁLYOZÁSA 


7.2.1. Definíció (szakadási hely) 
Ha az f : R — R függvény értelmezési tartományának valamely ro € Dr 
pontjában nem folytonos, akkor f-nek az xo helyen szakadása van. 


Háromféle szakadási helyet különböztetünk meg. 


7.2.2. Definíció (megszüntethető szakadás) 
Az f : R— R függvénynek az xg szakadási helyen megszüntethető szakadása 
van, ha az xo pontban létezik véges határérték: 


lim f(z) — A c 00. 


TEX 
7.2.3. Példa 
Tekintsük az alábbi függvényt! 
2. haszo 
f(2)— A 1, harz—0 
2, hazc0 


Nyilvánvaló, hogy lim f(a2) — 2. Valóban, V € 5 0 esetén akármilyen ő 5 0, 
Iz] € ő választásakor: 


If(2) —2]1— 12— 2] c e. 
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Az ro — 0 helyen f nem folytonos, mivel lim f(a) — 2 Il, azaz az 20- 
beli határérték nem egyezik meg az xo-ban felvett helyettesítési értékkel. A 
szakadás megszüntethető szakadás. 





T.3. ábra 


7.2.4. Definíció (pólus) 
Az f: R— R függvény xg szakadási helyét pólusnak nevezzük, ha az If(2)I 
függvénynek az xg pontbeli határértéke végtelen: 
lim [f(x)] — oo. 
rox 
7.2.5. Példa Í 
Legyen f(z)——, re RV(0). Ekkor 
41 


[f21- [áh 2€RVOK 


Az ro — 0 pont ebben az esetben pólus. 


7.2.6. Definíció (lényeges szakadási hely) 

Az f : R — R függvény xo szakadási helyét lényeges szakadási helynek 
nevezzük, ha az xo pontban a függvénynek nem létezik sem véges sem végtelen 
határértéke. 
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7.2.7. Megjegyzés 
A lényeges szakadási hellyel rendelkező függvény nem tehető folytonossá. 


A szakadási helyek osztályozása a következőképpen is történhet. 

7.2.8. Definíció (elsőfajú szakadási hely) 

Az f : R — R függvény x9 szakadási helyét elsőfajú szakadási helynek 
nevezzük, ha az To pontban létezik véges baloldali és jobboldali határérték, 
azonban ezek nem egyenlők: 


lim f(z) A lim f(2). 


T0OT040 T10To- o 





T.4. ábra 


7.2.9. Definíció (másodfajú szakadási hely) 

Az f : R — R függvény xo szakadási helyét másodfajú szakadási helynek 
mondjuk, ha az xo pontban legfeljebb az egyik féloldali határérték végtelen (a 
másik véges). 

(Ekkor lehetséges, hogy az za pontban a függvény nincs is meghatározva. ) 


7.3 EGYENLETESEN FOLYTONOS FÜGGVÉNYEK 


Eddig egy függvény pontbeli folytonosságáról volt szó, annak ellenére, hogy 
a függvény értelmezésére szükség volt a vizsgált pont környezetében is. A 
folytonossági tulajdonságot most kiterjesztjük intervallumokra is. 
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7.3.1. Definíció (nyílt intervallumon folytonos függvény) 
Az f : (a,b) — R függvényt a nyílt (a,b) intervallumon folytonosnak 
nevezzük, ha f az intervallum minden x € (a,b) pontjában folytonos. 


7.3.2. Definíció (zárt intervallumon folytonos függvény) 

Az f : la, bl — R függvényt a zárt [a, b] intervallumon folytonosnak nevezzük, 
ha f folytonos az (a,b) nyílt intervallumon és jobbról folytonos az x — a 
végpontban illetve balról folytonos az x — b végpontban. 


7.3.3. Definíció (szakaszonként folytonos függvény) 

Ha az J függvény értelmezési tartománya olyan különböző intervallumok 
egyesítése, melyeken az adott függvény folytonos, akkor f szakaszonként 
folytonos függvény. 


7.3.4. Példa 
Tekintsük az alábbi függvényt! 


—2r, ha—oocr1c1 
fly — 4 2, halC ax c3 


sinx, ha3 cg Coo 


A megadott függvény szakaszonként folytonos. 





T.5. ábra 
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7.3.5. Definíció (egyenletesen folytonos függvény) 

Az f : Dry — R függvényt az I C D; intervallumon egyenletesen folytonosnak 
nevezzük, ha bármely xo € I és € 5 0 esetén létezik olyan ő — ó(e) 5 0 szám, 
hogy minden 2 € I-re, [7 — xol C ő esetén 


If(2) — f(xo)l c e 





teljesül. 
Az előző definícióval ekvivalens az alábbi definíció. 


7.3.6. Definíció (egyenletesen folytonos függvény) 

Az J : Dry — R függvényt az I C D; intervallumon egyenletesen folytonosnak 
nevezzük, ha V E€ 5 0 esetén Hó — ő(e) 5 0 szám úgy, hogy V 11, x2 E I-re 
fennáll, hogy: 





If(x)— f(zmJl ce, ha lI]r1— 72] c ő. 


7.3.T7T. Példa Í 
Mutassuk meg , hogy az f(z) — — függvény a (0, 1) intervallumon nem egyen- 
ő) 


letesen folytonos, de az (a, 1), ahol a - 0 intervallumon már egyenletesen 
folytonos! 


Megoldás: 
Legyen 0 Ca xi Ca x2? c 1. Az egyenletes folytonosság teljesüléséhez kell 
(kellene) találni egy ő 5 0 számot, hogy Ix1 — ro] C ó esetén 











1 1 
Tr) — f(x) —l[———l ce 
[f(x — fx2l-[—- 
Átrendezve: 
í 1 t57 Di 
- s Zé E (3 -Ti ZETT 
Ti 12 21: 








Hiába rögzítjük e-t, az x1 : 12 szorzatnak nincs 0-nál nagyobb alsó korlátja. 
Tekintsük azon 21, 72 számpárokat, amelyekre r2 — zi — c 5 0. Ezen 
számpárok között lesznek olyanok, amelyekre 


3. -űizeé"-Ti-Ta 


ha xi elég kis értékű. Így nem létezik a rögzített c 5 0-hoz tartozó ó 5 0 
szám. Tehát f nem egyenletesen folytonos (0, 1)-en. 
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Tekintsük az (a, 1), ahol a 5 0 intervallumot. Legyen a € xi C x? €1 és 
€ 5 0 tetszőleges. Ha ő — e : a?, akkor Ir — rol — e : a? esetén 


1 ib 


T1 12 


12 — 11 
- 2 
Ti" Ta 











teljesül, azaz a megadott függvény egyenletesen folytonos az (a, 1) interval- 
lomon ha0 ca cl. 


7.A FOLYTONOS FÜGGVÉNYEK FONTOSABB TULAJDONSÁGAI 


Ismertetjük a folytonos függvények zárt intervallumokra vonatkozó tulaj- 
donságait. 


7.4.1. Tétel (Bolzano tétele a zérushely létezéséről) 
Ha az [a,b] zárt intervallumon folytonos f függvényre teljesül, hogy: 


f(a) : f(b) c 0, 


akkor létezik olyan € € (a, b) pont, melyre 


f(8) — 0. 


Bizonyítás: 
Alkalmazzuk a már korábban használt egymásba skatulyázott intervallumok 
tulajdonságát. Vegyük az la, b] intervallum felezőpontjában az f függvény 


b b 
értékét. Ha f Asös — 0, akkor a tétel állítása igaz. Ha f (S ) 0, 








akkor a két részintervallum közül jelölje [a1, bi] azt, melyre 
f(aa) li f(bi) a 0. 


; —a 
Mivel b1 — az — , ezért 





[1 bi] c la, b]. 


Folytatva ezt az intervallumfelező eljárást, olyan egymásba skatulyázott 
intervallum-sorozatot kapunk, melyre 





.. C [an bal C lan-1, bn-1] C ... C la1, bi] C [a, b] 


és b 
Szil; 





lim (ba — an) — lim 


naÖoo n—oocÍ 2 
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A felezési eljárást minden határon túl folytatva csak egyetlen olyan € € (a, b) 
pont marad, amely eleme minden intervallumnak, azaz 


lim a, — lim b, — €. 


n—-60o no 


Mivel € € (a, b) és f folytonos €-ben; továbbá bármely €-sugarú környezetben 
f negatív és pozitív értéket egyaránt felvesz, ezért a folytonos függvények 
előjeltartása miatt (7.1.7. Tétel) : 


Flt et 1 


A € pontbeli folytonosság miatt a határérték Heine-féle definíciója alapján, 
az (an) számsorozat esetén (legyen V an-re f(an) £ 0): 


lim f(an) — f(€) S 0, 


nro 


illetve a (ba) számsorozatra (legyen V bn-re f(bn) 2 0): 
lim f(bn)— (0 20. 


n-oo 


Tehát, valóban 











J189— 0. 


7.4.2. Tétel (Bolzano tulajdonság folytonos függvény két pont 
közötti értékeiről) 
Ha az [a,b] zárt intervallumon folytonos függvényre fennáll, hogy: 


f(a) c f(b), 


akkor a függvény minden olyan c értéket felvesz, amely f(a) és f(b) közé esik, 
azaz ] € € (a, b), amelyre 








Jé. 


Bizonyítás: 

Tekintsük a g(r) — f(x) — c függvényt. Erre a függvényre teljesül az előző 
tétel állítása, mivel g(a) — f(a) — c c 0 és g(b) — f(bh— c 0. Létezik tehát 
€ € la, b], melyre g(€) — 0, és ezért 


f(5)— c. 


7.4.3. Tétel (Weierstrass tétele folytonos függvény korlátosságáról) 
Ha az [a,b] intervallum minden pontjában folytonos az f függvény, akkor az 
la, bl intervallumon korlátos is, azaz létezik K 5 0, hogy 














fail SK, va e [a, b]. 
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Bizonyítás: 
A 6.4.19. Tételből következik az állítás, amely véges határérték létezése 
esetén garantálja a függvény korlátosságát. 














7.4.4. Tétel (folytonos függvény maximumának és minimumának 
létezéséről) 

Egy zárt [a,b] intervallumon folytonos f függvény felveszi legnagyobb és 
legkisebb értékét. 


Bizonyítás: 
Az előző tétel szerint az f függvény korlátos az [a,b] intervallumon, azaz 
létezik 

sup f(x) — 5. 

xela,b] 
A tétel állításával ellentétben tételezzük fel, hogy az f függvény az 5 értéket 
nem veszi fel az la, b] intervallumon, vagyis 


fla) cS, Va ela, b] 


esetén. Vezessük be a űj 


VEL KÉRETIK 
5 — f(z) 
segédfüggvényt, amely nyilvánvalóan folytonos az [a,b] intervallumon és 
következésképpen korlátos is. Létezik olyan K 5 0, amelyre 
1 


GES 


Ez utóbbi egyenlőtlenséget átrendezve adódik, hogy 


1 

EZ L EE va e la, b]. 

fw)cs-— vre lag) 

Így ellentmondáshoz jutottunk, mert feltételeink szerint az f függvény supre- 

muma az la, b] intervallumban az S szám. Azaz létezik olyan € € [a,b] pont, 
ahol 


f(89—5— max f(2). 


xela,b] 











Hasonlóan látható be a minimumra vonatkozó állítás. 





7.4.5. Tétel (folytonos függvény egyenletes folytonosságáról) 
Ha az f függvény a zárt la, b] intervallumon folytonos, akkor ugyanott egyen- 
letesen is folytonos. 
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Bizonyítás: 

Indirekt úton bizonyítunk. Ellentétben a tétel állításával feltételezzük, hogy 
az egyenletes folytonosság 7.3.6. Definíciójában valamilyen rögzített e 5 0- 
hoz nem található olyan ő 5 0, amelyre [z — 1] a ó esetén 


free fin ze 


teljesülne. Ez azt jelenti, hogy tetszőleges ó 5 0-ra az [a, b] intervallumban 
található két olyan pont, x és 1, melyekre Iz — 1] — ő, de ugyanakkor 


[lag 2g 
Válasszunk ki egy pozitív számokból álló, nullához konvergáló számsorozatot: 


lönhan 950 és limó, — 0. 


Az előbbiek alapján mindegyik ón-hez található az [a, b] intervallumban két 
olyan pont, 1, és 1, amelyekre Ira — z] C ón, de ennek ellenére: 


fejest lés Elie 


A Bolzano-Weierstrass-féle kiválasztási tétel alapján a korlátos (rnh2i 
sorozatból kiválasztható egy xo € [a,b] ponthoz konvergáló részsorozat. 
Jelölje ezt a részsorozatot éppen (xnho2 1: 


lim 95 — fo. 


Nn-O0O 
Mivel (Xn — 3) — 0, mert Ir — x] C őn és ón — 0, így 


bá 7 
lim x — To. 


Az f függvény 29-beli folytonossága alapján: 

f(xn) — f(zo) ha no oo 
és 

J(a) El f(m0), ha n- 00, 


amelyekből adódik, hogy 
f(x) — f(m) e 0, ha na co. 


n 


Ez viszont ellentmond annak, hogy minden n-re 


If(2)d— f(x) 2 e. 














Tehát az állítás igaz. 
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7.4.6. Tétel (monoton függvény inverzének létezéséről és annak 
folytonosságáról) 

Ha az f függvény az (a,b) intervallumon folytonos és szigorúan monoton 
növekvő (illetve csökkenő), akkor a megadott intervallumon létezik az in- 
verz f(x) függvény, amely szintén folytonos és monoton csökkenő (illetve 
növekvő) az (f(a), f(b)) (illetve f(b), f(a)) intervallumban. 


A tételt nem bizonyítjuk. 
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8 ELEMI FÜGGVÉNYEK, NEVEZETES FÜGGVÉNYEK 


8.1 SZAKASZONKÉNT LINEÁRIS FÜGGVÉNYEK 


8.1.1. Definíció (elemi függvények) 

Az elemi függvények olyan formulával megadható függvények, amelyek véges 
számú összeadással, kivonással, szorzással, osztással összetett függvény és 
inverz képzéssel származtathatók a konstans függvények (f(x) — c), a 
hatványfüggvények (f(x) — 2"), az exponenciális függvénynek (f(x) — a"), 
a trigonometrikus függvények (f(x) — sinx, f(a) — cosz, f(x) —tga, 
f(a) —ctgz), illetve a logaritmus függvények (f(x) — log, r) osztályából. 

Az alábbiakban nevezetes szakaszonként lineáris függvényeket mutatunk be. 


Ezen függvények közös jellemzője, hogy grafikonjaik egyenes szakaszokból 
vagy félegyenesekből állnak (és esetleg még néhány pontból). 


1. Egységugrás függvény 


0, haz c0 


f:RV0rGR, f(2) si 1, haz50 


Az origóban a függvény nincs meghatározva. 
A függvény grafikonja: 





8.1. ábra 
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2. Szignum függvény 
A függvény elnevezése a latin eredetű szignum - jelentése: jel - szóból 


származik. 
1, haz50 
f:R- R, f(x2y—sgnz:— 5 0, haz—0 
—1, haz c0 


Az origóban a függvény értéke 0. A függvény grafikonja: 





8.2. ábra 


3. Abszolútérték függvény 


0 HA haz20 
f:R—-R, f(x) — Iz] a —T, harc0 


A függvény grafikonja két félegyenesből áll. Grafikonja a 8.3. ábrán 
látható (piros színnel ábrázolva). 


8.1.2. Megjegyzés 
Könnyű ellenőrizni, hogy 


Iz] — 2 - sgni. 
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8.1.3. Példa 
Vázoljuk a h(z) — ]z—2]--3 függvény grafikonját függvénytranszformáció 
segítségével! 
Megoldás: 
Először az f(xr) — lrl függvény grafikonját vázoltuk, ezt követően 


a g(r) — Iz — 2] függvény grafikonját rajzoltuk meg (zöld színnel). 
Legvégül a h(x) — Iz — 2] 4 3 függvény grafikonját készítettük el az y 
tengely mentén való eltolás segítségével (kék színnel). 


Ix-2]43 











8.3. ábra 


4. Egészrész függvény 


8.1.4. Definíció (egészrész függvény) 
Aza E R szám egészrészének azt a legnagyobb egész számot nevezzük, 
amely nem nagyobb x-nél. 
Jelölése: Ír] vagy Entx. 








f:RöZ, — f(2- [d 
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Néhány példa: 


[0.5] — 0; [2 IL [2.817 2 [217 
eagje sör fedaj esők feldüüis-ék 1-2 s-L 


A függvény grafikonja: 





8.4. ábra 


A függvény monoton növekvő, nem korlátos. 


5. Törtrész függvény 
f:R— [0,1), (1) — fracx :— 2 — [2] 


Néhány példa: 


(0.54— 0.5; (1.24—0.2;  (2.8)— 0.8; (177 —0; 
(—2.8)— 0.2;  (—1.2)— 0.8; (—1.0001) — 0.9999; (—0.2)— 0.8. 
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A törtrész függvény korlátos, szakaszosan monoton, nem páros és nem 
páratlan. Ha xrz £ Z, akkor a függvény folytonos r-ben, ha z € Z, 
akkor a függvénynek elsőfajú, nem megszüntethető szakadása van és 
ott a függvény jobbról folytonos: 
lim f(x)—0 és lim f(xdy—1  VneZ. 

2—n-0 2—n—-0 
A törtrész függvény periodikus, periódusa 1. 
A függvény grafikonja a következő ábrán látható. 





8.5. ábra 


8.2 HATVÁNYFÜGGVÉNY 


8.2.1. Definíció (hatványfüggvény) 
Az 
f(a2-—a", (neNzrxeR) 


függvényt hatványfüggvénynek nevezzük. 


Tekintsük át a hatványfüggvény főbb tulajdonságait. 


1. A függvény értelmezési tartománya a valós számok halmaza V n e N 
esetén. 
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2. Értékkészlete: 


s [0, 700), han—2k,keN 
7] (—00,4o0)—IR, han—2k41,keéN 





3. A páratlan kitevőjű (n — 2k 4-1, k ec N) hatványfüggvény szigorúan 
monoton növekvő a teljes értelmezési tartományában; míg a páros 
kitevőjű (n — 2k, k ec N) hatványfüggvény a (—oo, 0] intervallumon 
szigorúan monoton csökkenő, a [0, 1-o0) intervallumon szigorúan mono- 
ton növekvő. 


4. A páros kitevőjű hatványfüggvény páros, a páratlan kitevőjű pedig 
páratlan; ennek megfelelően a páros kitevőjű hatványfüggvény 
grafikonja az 4-tengelyre szimmetrikus, míg a páratlan kitevőjű 
hatványfüggvény grafikonja az origóra középpontosan tükrös. A 8.7. 
Ábrán az f(x) — 32, a g(rx) — ax3, a h(xm) — rt és az I(x) — ző 
függvények grafikonjai láthatóak. 
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5. Vizsgáljuk a hatványfüggvény határértékét a végtelenben! 


lim 37" — too 
T—too 


és 


Mini a" E 


1——o00 


Hoo, han—2k, keN 
—oo, han—2k- 1, keN 


6. A páratlan kitevőjű (n — 2k 4-1, k c N) hatványfüggvény invertálható 
a (—o0, 14-00) intervallumon, azaz 


3 f(a2)— wz, vreR. 








A páros kitevőjű hatványfüggvény esetén külön-külön vizsgálandó a 
(—oo, 0], illetve a (0, 3-0) intervallum. 


T. Az 2" hatványfüggvény a teljes értelmezési tartományában folytonos. 


8.3 RACIONÁLIS EGÉSZ FÜGGVÉNY 
8.3.1. Definíció (polinom) 
Az 
(8.1) f(2) — an" hanam A... b az ag 


alakú függvényt racionális egész függvénynek, polinomfüggvénynek vagy n-ed 
fokú polinomnak nevezzük, ha an A 0, a; € R, i — 1, 2, ....n. Az ag-t szabad 
tagnak mondjuk, az n e N számot pedig a polinom fokszámának. 





8.3.2. Tétel (polinom osztása polinommal) 

Legyen pn(x) egy n-ed fokú, Dn(x) egy m-ed fokú polinom úgy, hoy n2 m. 
Ekkor mindig létezik olyan gn-m(T) (n — m)-ed fokú polinom és egy Tm-1(T) 
legfeljebb (m — 1)-ed fokú polinom, amelyekre teljesül az alábbi összefüggés: 


(8.2) Dn(T) — dn-m(2) " Pm(z) 4 Tm-1(2) 


A dn-m(T) polinomot hányadosnak, az Tm-1(x) polinomot maradéknak 
nevezzük. 


8.3.3. Példa 
Tekintsük a p(r) — 19— 37? -3-37—1 és a g(z) — 1— 1 polinomokat. Osszuk 
el a p(x) polinomot a g(xr) polinommal! 
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Megoldás: 
(3? — 372 2 37— 1) ; (r—1)—22—2r-1 
torz 
—2x? 2 37—1 
F21? 2 2 
r—1 
F2xIl 
0 
Azaz: 
3 2 Hl s 9 l 
(2? — 3274 31—1) — (17 —27-1)(z—1) 4.0 
Pn(z) 4n—m(T) Pm(x) r(2) 
8.3.4. Példa 


Tekintsük a p(r) — 37? — 107 -- 5 és a g(r) — z — 2 polinomokat. Osszuk el 
a p(z) polinomot a g(x) polinommal! 


Megoldás: 
(32? — 107 -- 5) : (r— 2) — 372 4 622 
132? 7 61? 
63? — 107 -- 5 
62? 7122 
2785 
SE2E 4 
9 
Azaz: 


3 — 2 e. 
(327 — 102 7-5) — (3174 6r --2)(r—2) 4.9 


Pn(z) dn—m(T) Dm(x) r(x) 


8.3.5. Megjegyzés 
Ha m — 1, akkor a maradék r konstans (nulladfokú polinom): 





(8.3) Dn(2) — gn-1(2) " (7— 70) hr, reR. 


8.3.6. Definíció (polinom zérushelye) 
A pn(x) polinomnak az xo pontban zérushelye van, ha 


P:(26) 50. 
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8.3.7. Tétel (a polinom felírása egy zérushely ismeretében) 
A pn(x) polinomnak az xog pont akkor és csak akkor zérushelye, ha pn() 
felírható az alábbi alakban: 


(8.4) pn(z) — (z — 70) : gn-1(2), 
ahol gn-1(7) egy (n — 1)-ed fokú polinom. 
Bizonyítás: 
e Elégségesség: Nyilvánvaló, hogy ha (8.4) teljesül, akkor 


Dn(x0) — (20 — 10)an-1(2) — 0. 


e Szükségesség: Adott, hogy pn(xro) — 0. Igazoljuk, hogy fennáll (8.2). 
Végezzük el az z — 29 helyettesítést (8.3)-ban. Ekkor: 


0 — pn(x0) — gn-1(10) (20 — 10) —- Tr, 


azaz 
ral 


Ezért 











Dn(T) — dm-1(2) " (7 — 70). 





8.3.8. Definíció (polinom gyöktényezős alakja) 
A pn(x) polinom felírható az alábbi alakban: 


(8.5) Dn(2) — (a jő za)" j (a 5 12)" GAZT (a Hi aj ii nm dema em (7); 


ahol az x1, x2,..., 1j különböző valós gyökök, az mi, ma, .... mj pozitív egész 
számok rendre az 1, 12, ..., 1j gyökök multiplicitásai (mi --m2 T-...tmj £ n) 
ÉS a dn-(mi4-ma-...4m,) (2) polinomnak nincs valós gyöke. A (8.5) alakot a 
polinom valós gyöktényezős alakjának nevezzük. 


8.3.9. Példa 
Írjuk fel a g(x) — 2? 3 1? — 51 3 3 polinom valós gyöktényezős alakját! 


Megoldás: 
A 9(x) — 3? 4 1? — 57 4 3 polinom egyik gyöke ri — 1, mert 


9(1)—1-41—5-43—0. 


Tehát a harmadfokú polinom osztható az (xr — 1) polinommal. Végezzük el 
a polinomosztást! 
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(33-32 — 51-43) :(r—1) — 3? h2r—3 


—g? 72? 
23?" — 5113 
—27" z2T 
—37 tt 3 
E ET 17 jelem szét) 
0 


Az 2? 3 23 — 3 — 0 másodfokú egyenlet gyökeit meghatározva ra — 1 és 
xrz3 — —3 adódik. Tehát a g(x) polinom valós gyöktényezős alakja: 


sej eleit hét) 
Az x1— 12 —1 gyök multiplicitása 2. 


8.3.10. Példa 
Írjuk fel az f(x) — 3 25? -- r? 4 27 polinom valós gyöktényezős alakját! 


Megoldás: 
Az f(x) — rt 123? 1 r? 4 27 negyedfokú polinom két zérushelye: ri — 0 és 
Ta — —2, ugyanis 

f(0)—0 és f(—2) — 0. 
A két gyök segítségével, a polinomosztás elvégzése után, a valós gyöktényezős 
alak: 

f(2) —z:(3-2)-(x? 41). 

Az x? 3-1 polinomnak nincs valós gyöke. 


8.3.11. Megjegyzés 
Két polinom összege, különbsége és szorzata is polinom, de hányadosuk 
általában nem. 


8.3.12. Megjegyzés (Racionális egész függvények ábrázolása) 


Az f(m) — az" ha, azt A... 4 air b ag racionális egész függvény 
ábrázolásához felírjuk az f(r) polinom valós gyöktényezős alakját: 
f(2) — (2— a)": (2— 727 - ... (2— 7)": g(2), 


ahol a g(x)-nek már nincs valós gyöke. Könnyen igazolható, hogy ha m; 
(i e (1, 2, ..., jh) páros, akkor a függvény az x; zérushelyen nem vált előjelet, 
míg páratlan m; esetén a függvény x5-ben előjelet vált. Vagyis az f(T) görbéje 
x; kicsiny környezetében olyan jellegű, mint a megfelelő hatványfüggvény. 
Az f(2) függvény jelleggörbéjének ábrázolásához a --oo-beli ill. a —oo-beli 
határérték kiszámítása is fontos információt ad. 
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8.3.13. Példa 
Vázoljuk az alábbi függvények grafikonját! 





a) filgy— 7 —g; 

b) felm) — 2? — 127 -- 16; 

c) fz(x) — 2-1 92t 277? 4 2793; 

d) fala) — —r? 27" — 2771 
Megoldás: 


a) Írjuk fel fi(2) valós gyöktényezős alakját! 
fi(2) — z :(r3— 1) — 3(r—1)(r-- 1) 
A függvény zérushelyei: 
ri — —], Tr — 0, szz 1. 


Minden zérushely egyszeres, ezeken a helyeken tehát a függvény görbéje 
úgy metszi az r-tengelyt, mint egy egyenes. Továbbá: 


lim fi(T) — oo és lim fi(z) — —oo. 


1— too 7——-6G0 


A függvény grafikonja: 











8.7. ábra 
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b) Az fo(z) polinom egyik gyöke 2, mert 
fid esd riőz 


Osszuk el fo(x)-et (z — 29-vel! 
(r? — 127416) : (1—2) — 37527 — 8 


ba? 23? 
22? — 127 -- 16 
12r?" Ar 
—8 1 16 
-Eög-Tt 16 
0 


Az x? 2 27 — 8 — másodfokú egyenlet gyökei ra — 2 és rz3 — —4. Az 
fe(z) polinom gyöktényezős alakja: 


fela) —(2— 2)? - (x- 4). 


Az xi — x2 — 2 kétszeres gyök, a függvény görbéje itt úgy érinti az z 


tengelyt, mint egy parabola, míg r3 — —4 egyszeres. Továbbá: 
lim fo(T) — 1-oo és lim folr) — —oo. 


A függvény grafikonja: 
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c) Alakítsuk szorzattá fz(r) — 2" — 91! 4 279? 1 277?-et! 


25 3921 3272? 272? — 7? - (2? 3927 12771 27) — 3(z 1 3)? 
f3(2)-nek x1 — 0 kétszeres, míg r2 — —3 háromszoros gyöke. x2 — —3- 


ban a függvény görbéje úgy metszi az r-tengelyt, mint egy harmadfokú 
függvény. Számítsuk ki a --oo-beli ill. a —oco-beli határértéket! 


lim fz(r) — too és lim f3(r) — —oo. 


f3(2) grafikonja: 














8.9. ábra 


d) Mivel 


fala) — —a? 7 217 — 272 41—(1— 9)? -(1-4r)? - (z 4 1), 


ezért 11 — 1 és 12 — —1 egyaránt háromszoros zérushely. A függvény 
páros és 
lim fu(x)— lim f(x) — —oo. 
7— too 16 -—o0 


A függvény grafikonja: 
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x8412x5-2XT1 








8.10. ábra 


8.4 RACIONÁLIS TÖRTFÜGGVÉNY 

8.4.1. Definíció (racionális törtfüggvény ) 

Racionális törtfüggvényen két racionális egész függvény hányadosát értjük. 
Altalános alakja: 

(2). asd a an az! 4... aaz ag 

NI bni" - bn-a2m71 TE ss bix - bo" 





— Pn 


ahln20,m231,n.mEeN, a, A 0, ba A 0. 
Han a m, azaz a számláló fokszáma, kisebb, mint a nevező fokszáma, akkor 
valódi törtfüggvényről, ha pedig n 2 m, akkor áltörtfüggvényről beszélünk. 


8.4.2. Megjegyzés 
A (8.6) alakú racionális törtfüggvény értelmezési tartománya a valós számok 
halmazának az a részhalmaza, amelyre 


gm(2) 7 0. 


8.4.3. Megjegyzés 
Az áltörtfüggvény (n 2 m) mindig felírható egy (n — m)-ed fokú racionális 
egészfüggvény és egy valódi racionális törtfüggvény összegeként: 


Sm-1(1) 
gm(2) 


nr Dn(2) 
gm(7) 





(8.7) f(a) — Tn-m(T) 4 j ha n2 m. 


Az Tn-m(1) függvényt a racionális törtfüggvény asszimptotájának nevezzük. 
Az áltörtfüggvény (8.7) alakját polinomosztás segítségével állítjuk elő. 
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8.4.4. Megjegyzés 
Könnyen igazolható, hogy a racionális törtfüggvény -1-oo-beli határértékére 
igaz az alábbi formula: 


0, hanam, 
dn 
lim f(x) — hi han—m, 
xr— too ; m 
lim rn-m(2), han: m. 
7 —6-Hoo 


8.4.5. Definíció (racionális törtfüggvény zérushelye) 
Az xo helyet a (8.6) alakú racionális törtfüggvény zérushelyének nevezzük, ha 


Pn(10) új 0, de dm(20) A Ü; 
azaz az (7 — xo) gyöktényező csak a számlálóban fordul elő. 


8.4.6. Megjegyzés 

A (8.6) alakú racionális törtfüggvény grafikonja zérushelyének környezetében 
olyan jellegű, mint a racionális egész függvény görbéje egy zérushelye 
környezetében. 


8.4.7. Definíció (racionális törtfüggvény pólushelye) 
Az xo helyet a (8.6) alakú racionális törtfüggvény pólushelyének nevezzük, ha, 


dmkz0)— 0, de Tf.l30) 70, 


azaz az (x — xo) gyöktényező csak a nevezőben fordul elő. Pólusról beszélünk 
akkor is, ha a számlálóban és a nevezőben is előfordul az(r— o) gyöktényező, 
de a nevezőben nagyobb kitevővel, mint a számlálóban. 


8.4.8. Megjegyzés 

A (8.6) alakú racionális törtfüggvény a pólushelyen nincs értelmezve. Itt 
a függvény görbéjének "függőleges" aszimptotája (pólusegyenese) van. Ha 
To multiplicitása k, azaz (x — 10)" szerepel (8.6) nevezőjében a gyöktényezős 
alak felírásakor (egyszerűsítés után), akkor páros k esetén a függvény görbéje 
jobbról és balról is a "függőleges" aszimptotához simul, anélkül, hogy előjelet 
váltana. Ha k értéke páratlan, akkor előjelet váltva simul a függvény görbéje 
a "függőleges" aszimptotához. 


8.4.9. Definíció (racionális törtfüggvény hézagpontja) 
Az xo helyet a (8.6) alakú racionális törtfüggvény hézagpontjának nevezzük, 
ha 

Takégj z 0. "és vált) EV 


azaz az (z — x9) gyöktényező számlálóban és a nevezőben is előfordul, de a 
számlálóban nem kisebb kitevőn, mint a nevezőben. 
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8.4.10. Megjegyzés 

A (8.6) alakú racionális törtfüggvény hézagpontja elsőfajú megszüntethető 
szakadási hely, ezt úgy ábrázoljuk, hogy a függvény görbéjére nullkört raj- 
zolunk. 


8.4.11. Megjegyzés (Racionális törtfüggvények ábrázolása) 


Az 
Dn(2) — and" Fanaz th... air -k ag 


Tél gdm(12) NI bni" - bh az! -k ... - bir 4 bo 


racionális törtfüggvény ábrázolásához felírjuk a pn(T) és a gm(xT) polinomok 
valós gyöktényezős alakját: 





(7 — Ta)" " (7 — Tap)? : ... " (7 — Tap)"  91(2) 


(z— Ta) - (z — go)? - ... - (z — 7, )9r : g2(z) 





(8.8) sej 


ahol a gi1(r)-nek és g2(x)-nek már nincs valós gyöke.  Meghatározzuk a 
függvény lehetséges zérushelyeit, pólushelyeit (multiplicitásaikkal együtt) és 
hézagpontjait. Ha f(x) áltört, akkor polinomosztás segítségével (8.7) alakra 
hozzuk. Az f(x) függvény jelleggörbéjének ábrázolásához meghatározzuk a 
-t-oo0-beli ill. a —o0-beli határértékeket. 


8.4.12. Példa 
Vázoljuk az f(x) — 





függvény grafikonját! 





x2—1 
Megoldás: 
Írjuk fel az f(xz) függvény (8.8)-as alakját! 
477 3 
Ül TES ÉRÉTESTETTST 
Az f(2) függvénynek zg — 0-ban egyszeres zérushelye van, továbbá xy — —1 
és ro — 1 egyszeres pólushelyek, vagyis ezeken a helyeken aszimptotája 


van a függvénynek. A függvénynek nincs hézagpontja. Az f(x) valódi 
törtfüggvény, tehát 


Jim (a) — 0. 
Továbbá: 
em JC) — , Ham, (0) — 100 
és 
Jn f() — , In fe) — —00 


Így f (2) grafikonja könnyen elkészíthető: 
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f(x) 








8.11. ábra 
8.4.13. Példa 
Vázoljuk a g(T) — : 


Megoldás: 
A g(2) függvénynek x9 — 1 egyszeres zérushelye, továbbá xr1 — 0 kétszeres 
pólushelye, ezért itt g(r) nem vált előjelet, és 


1 
függvény grafikonját! 





x2 


li zs N — —00. 
szleng sz e Ah 


A függvénynek nincs hézagpontja. A g(r) valódi törtfüggvény, tehát 
lim g(x) — 0. 


34—rt-eG 


1 











8.12. ábra 
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8.4.14. Példa 


—1 
Vázoljuk a h(T) — si 


(4192 -(z— 3) 





z függvény grafikonját! 


Megoldás: 

A h(x) függvénynek ro — 1 egyszeres zérushelye, továbbá zi — —1 és 
Tr; — 3 kétszeres pólushelyek, vagyis ezeken a helyeken aszimptotája van 
a függvénynek, és g(z) nem vált előjelet. Továbbá: 


lim h(z)— lim A(z) — —oo 


T—6—1—0 ro —1--0 
és 
lim h(x) — lim h(z) — 14-oo. 
ro63—0 ro63-T10 


A függvénynek nincs hézagpontja. A h(x) valódi törtfüggvény, tehát 


lim h(z) — 0. 


Tr too 


A h(2) függvény grafikonja: 


he) 




















8.4.15. Példa 
Vázoljuk az f(x) — 


függvény grafikonját! 





23 — r2 — 107 — 8 
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Megoldás: 
Írjuk fel az f(x) függvény (8.8)-as alakját! 

fiz x? — 4 (z — 2)(z 4 2) 

— 33—a22—107—8 (r-41)(z42)(r— 4) 

Az f(2) függvénynek 19 — —2 hézagpontja, mert az (xT 4 2) gyöktényező a 
számlálóban és a nevezőben is megtalálható egyforma hatványkitevővel. A 
hézagpont elsőfajú, megszüntethető szakadási hely, így To — —2-ben f(r)- 
nek létezik határértéke: 











, i (r—2)(x 2) i z— 2 s 
1 c ..] a] - ; 
e Der Da-d [eztu-d 9 
A függvénynek 11 — 2 egyszeres zérushelye, r2 — —1 és r3 — 4 pedig egysz- 


eres pólushelyek. Továbbá: 
lim f(xrx)— lim f(x) — 1-oo 


r——1-70 xr—4-7-0 
és 


Az f(x) valódi törtfüggvény, tehát 
lim f(x) — 0. 


4—rt-eg 


Az f(x) grafikonján a hézagpontot nullkör jelöli: 


f(x) 

















8.14. ábra 
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8.4.16. Példa 
Vázoljuk a g(T) — 


xr 


xr2—1 





függvény grafikonját! 


Megoldás: 
A 9g(2) olyan áltörtfüggvény, ahol megegyezik a számlálóban lévő és a 
nevezőben lévő polinom fokszáma. Alakítsuk szorzattá a nevezőt: 





(x) 42 2 
di lt 86— Ez 
ü4 2-1 (2-1) 
Az 39 — 0 kétszeres zérushely, xi — 1 és 2 — —1 pedig egyszeres pólushelyek, 
továbbá 

, im 9() H , im 9(2) Hi 74 
illetve 


A függvénynek nincs hézagpontja. Bontsuk fel a g(z) áltört függvényt (8.7)- 
nek megfelelően: 








azaz 
lim 9g(x2) — lim g(2)— 1. 

Az y — 1 egyenes a függvény aszimptotája, amelyet a függvény görbéje nem 

metsz. A g(x) függvény grafikonja: 


er 


geg 














8.15. ábra 
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8.4.17. Példa 


2 
—1 
Vázoljuk a h(T) — si 





függvény grafikonját! 


Megoldás: 
A h(x) olyan áltörtfüggvény, ahol a számlálóban lévő polinom fokszáma 
eggyel nagyobb, mint a nevezőben lévő polinom fokszáma. Alakítsuk 
szorzattá a számlálót: 

3-1 (r—1(r-41) 


hg SS 





azaz 3 — 1 és xi — —1 egyszeres zérushelyek, 12 — 0 pedig egyszeres 
pólushely, továbbá 


lim h(x) — 4-oo, 
r60—0 


illetve 


, im hl) — —o0. 


A függvénynek nincs hézagpontja. Bontsuk fel a h(x) áltört függvényt (8.7)- 
nek megfelelően: 





x2—-1 1 
h s s - 
(E -z- s, 
azaz 
lim h(z) — lim xz— --oo, 
rotoo ro Too 
és 
lim h(z) — lim z— —co. 


Az y — x egyenes a függvény aszimptotája. 
A h(2) függvény grafikonja: 
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8.16. ábra 


8.4.18. Példa 


4 gő a B 10 
Vázoljuk a g(x) — £ ii E SEÉES 


27? 3 672? — 27 — 6 





függvény grafikonját! 


Megoldás: 
Alakítsuk szorzattá a számlálót és a nevezőt is: 


rt — 2? — 87? 4 127 x(x 7 3)(a — 2) 
9(z) — 


213 4 612—21—6  2(241)(z43)(z—1)7 





azaz To — —3 hézagpont, ri — 0 egyszeres zérushely, xr2 — 2 kétszeres 
zérushely, 3 — —1 és 14 — 1 pedig egyszeres pólushelyek, továbbá 


Jinn a(z) — ima of) — — 00, 


illetve 


Bontsuk fel a g(z) áltört függvényt (8.7)-nek megfelelően: 





a NERLMENON 11x 4 5r2 — 12 
LT) — b e T 5, 
Ü 2 2(z—1) (211) (13) 
azaz 
füstje har d szüleik 
ge Egek szstyátei 
és 


lim g(x) — lim G — 2) — —o0. 


e-t 4—-t-bl 


1 és. sgsisásébtáis 
Az y — —x —2 egyenes a függvény aszimptotája. A hézagpontot nullkör jelöli 


a függvény grafikonján: 
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8.17. ábra 





8.4.19. Példa zj 

—1 
Vázoljuk az f(x) — ee függvény grafikonját! 
Megoldás: 
Az f(a2) olyan áltörtfüggvény, ahol a számlálóban lévő polinom fokszáma 
kettővel nagyobb, mint a nevezőben lévő polinom fokszáma. Alakítsuk 
szorzattá a számlálót: 


ő ed r— És 
fa) (z4 1)? (241) 
Az f(z) függvénynek xg — 1 egyszeres zérushelye, ris — —1 pedig egyszeres 
pólushely, mert az (xr - 1) gyöktényező a számlálóban és a nevezőben is 
megtalálható, de a nevezőben eggyel nagyobb kitevőn, mint a számlálóban. 
Továbbá: 





s$-1 — (r—1(r41)(ztA1) 


egi sz 5ises s ezi ei HETET 


Bontsuk fel az f(x) áltört függvényt (8.7)-nek megfelelően: 


xrt—-1 d 4 
s száj jé e 

azaz 
lim f(z) — lim (x? — 27 -- 3) — —oo, 

és 


lim f(x) — lim (3? — 27 3) — oo. 


Eg ÖKI 


Az y— 2? — 2371 3—(r—1)2 1-2 parabola a függvény aszimptotája. 
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8.18. ábra 
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8.5 . TRIGONOMETRIKUS FÜGGVÉNYEK 


A trigonometrikus függvények (szögfüggvények) eredetileg egy derékszögű 
háromszóg egyik szögének és két oldalának hányadosa közötti összefüggést 
írják le. 


8.5.1. Definíció (trigonometrikus függvények) 

Vegyünk fel egy tetszőleges ABC derékszögű háromszöget az euklideszi síkon, 
melynek A csúcspontjában mérhető az a szög. A háromszög oldalai a 
következők: 


e az átfogó a derékszöggel szemben található (leghosszabb) oldal (c-vel 
jelöltük), 


e a szöggel szembeni oldal az a szöggel átellenes oldal (a jelöli), 


e a szög melletti oldal pedig az a szög mellett lévő oldal (b jelöli). 


8.19. ábra 


A vizsgált háromszög az euklideszi síkban fekszik, tehát a háromszög belső 

szögeinek összege m radián (vagy 180 ) és a két nem derékszögű szöge nulla 
TT 

és 5 radián közötti értéket vesz fel. A derékszögű háromszögek esetén a 


szögfüggvények csak ebben a tartományban értelmezhetők. Tekintsük a hat 
alapvető trigonometrikus függvényt: 


e szinusz: 


. b 
sin a — — 
tő 
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e koszinusz: 5 
COS Aa — — 
c 
e tangens: 
b 
tga — — 
a 
e kotangens: 
a 
ctga — — 
b 
e szekáns: c 
SECA — — 
a 
e koszekáns: 73 
CSCÚ — — 
b 


A fenti hat szögfüggvény az egységsugarú kör segítségével is bevezethető. 
Ez a definíció lehetővé teszi, hogy a szögfüggvényeket kiterjesszük az összes 
pozitív és negatív szögre (valós értékre). 


8.5.2. Definíció (trigonometrikus függvények) 

Vegyünk fel a derékszögű koordináta-rendszerben egy origó középpontú 
egységsugarú kört. Az a szög csúcsa legyen az origóban, a nyugvó szögszár 
pedig essen egybe az x tengely pozitív felével. A mozgó szár a kört a P(x, y) 
pontban metszi. A trigonometrikus függvényeket a P(x, y) pont koordinátáival 
fejezzük ki: 


tga 


8.20. ábra, 
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e szinusz: 
sina — y 
e koszinusz: 
CSÜT 
e tangens: 
tga — — 
e kotangens: 
ctga — — 
e szekáns: Í 
SEC — — 
x 
e koszekáns: 8; 
CSCA — — 
y 


8.5.3. Megjegyzés 
Az új definíciók hegyesszögek esetén ugyanazt az értéket adják, mint a régiek. 


8.5.4. Megjegyzés 

A korszerűbb definíciók a szögfüggvényeket végtelen sorként vagy bizonyos 
differenciálegyenletek megoldásaként határozzák meg megengedve tetszőleges 
pozitív és negatív argumentumot, sőt komplex számot is. A 12. fejezetben 
ezzel a megadással is találkozhat az olvasó. 


8.5.5. Megjegyzés 
Ervényesek az alábbi összefüggések (azokra a szögekre, amelyekre értelmesek): 








sin az COS (I 1 
tga — j ctga — — S —— 
COS A sin a tga 
1 1 
sec a — ú CScÜ- 








cos a sin a 


8.5 "TRIGONOMETRIKUS FÜGGVÉNYEK 169 





A trigonometrikus függvények grafikonja 


1. A szinusz függvény (f(z) — sin) 


Értelmezési tartomány: —oo CG g ao0 

Értékkészlet: —1dgyoe1 

Periódus: 2m 

Zérushelyek: 1—kmtr kez 

A függvény páratlan: sin(—r) — —sinx 
Grafikonja: 





8.21. ábra 


2. A koszinusz függvény (f(x) — cos r) 


Értelmezési tartomány: —oo CT g Coo 

Ertékkészlet: —1£gyoce1l 

Periódus: 27 

Zérushelyek: 4 hé AI tkr,kezZ 

A függvény páros: cos(—T) — cos az 
Grafikonja: 





8.22. ábra 
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3. A tangens függvény (f(x) —tgr) 





Értelmezési tartomány: (1 e€ER][T6 A 1 kr,k E zt 


Értékkészlet: —oogyg co 

Periódus: T 

Zérushelyek: :1—ktr kez 

A függvény páratlan: tg(—T) —-tgr 
Grafikonja: 





1mr/2 ar Brr/2 2rr 


1) -3rr/2 ar hrr/2 


4. A kotangens függvény (f(x) — ctgr) 








8.23. ábra 





Értelmezési tartomány: (reRlzxz4kr,keZ) 









Értékkészlet: —oogyg oo 

Periódus: T 

Zérushelyek: z— A rkr,keZ 

A függvény páratlan: ctg(—1) —-ctgr 
Grafikonja: 


Ti 
Tr/2 
is] T T 
o TT fed 2Trr 
72 


8.24. ábra 
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5. A szekáns függvény (f(x) — sec) 


Értelmezési tartomány: 


Értékkészlet: 

Periódus: 

A függvény páros: 
Grafikonja: 








(reRlr75-tkmkeZ] 
y S -1 
2m 

sec(—T) — secr 


és y21 








6. A koszekáns függvény 


Értelmezési tartomány: 


mr/2 TT 
-2] 
-3] 


T T T T T 
3rr/2 2 5rr/2 3TT Tn/2 


8.25. ábra 





írek] r2-krkezZ) 





Értékkészlet: yOexC—-1 és y21 

Periódus: 2m 

A függvény páratlan: csc(—T) — — cser 

Grafikonja: 
3 
2 
1 
T 0 T T j § T 
TT :Tr/2 o m/2 TT 3Tr/2 2 5rr/2 


8.26. ábra 
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8.5.6. Példa Vázoljuk közös koordináta-rendszerben az f(r) — 4cosg, 
g(x) — cos2x, h(z) — cos(z — 37) és a I(T) — cos z — 4 függvényeket! 


cos(x - 3 Tr) 





8.27. ábra 


Trigonometrikus azonosságok 


Érvényesek az alábbi, leggyakrabban előforduló azonosságok és addíciós 
tételek: 


1. 
2. 


sin? x -k cos? a — 1, 


sinl(zrty)—sinrcosy ti coszsiny, 


. cos(z ty) — cosrcosy Fsinrsiny, 
. sin27 — 2sin1 cos 2, 


. cos2x — cos? a — sin? a, 


ő 1-4 cos2T 
. cosy — —— 
2 
a. HŐ 1— cos2x 
. sin — ——  , 
2 
: : cos(z — y) — cos(r -- y) 
. sinrsiny — 





2 , 
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sin(z 4 y) 4 sin(z — y) 
8 ) 





9. sin T cosy — 


cos(x — y) 4 cos(z - y) 





10. cos x cosy — 





2 b 
tg7-t-t 
PF tge : tgy 
ctga : ctgy 1 
12. etelt ty) — EEKTES ETEK 


8.5.7. Példa 
Alakítsuk egyetlen szinusz-rezgéssé, azaz C sin(a -- 9) alakúvá az 


f(z) — Acosa A Bsina 


alakú kifejezést! 


Megoldás: 
Az addíciós tétel alkalmazásával: 


C sin(atp) — C(sin a -cos 9-- cos a -sin 9) — (Csin 0) cos a--(C cos 6) sin a. 
Továbbá az 
Acosa 4 Bsina — (Csin p) cos a 4 (C cos 0) sin a 
egyenlőségből adódik, hogy 
Csing — A és C cos p — B, 


ahonnan 


A? 3 B? — C7, 


azaz 


C- VAh B?. 


A p € [0, 27] fázisszög a 


B 
COS S SZ EE 
1 VAa B? 
sin p — 


VAa B? 


egyenletrendszerből határozható meg. 
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8.6 . ARKUSZFÜGGVÉNYEK 


Az arkuszfüggvények a trigonometrikus függvények inverzei. A trigonometrikus 
függvények a teljes értelmezési tartományukon nem invertálhatóak, mert nem 
injektívek. Azonban, az értelmezési tartomány alkalmas, megállapodás sze- 
rinti leszűkítésével már léteznek az inverz függvények. 


8.6.1. Definíció (arcsin 1) 
Az y — arcsinx függvény a [—1, 1] értelmezési tartomány minden pontjához 


a 5 7] intervallum egy (radiánban kifejezett) értékét rendeli, amelyre 


siny — 2. 


Grafikonja: 











8.28. ábra 


8.6.2. Megjegyzés 
Az f(x2) — arcsinz függvény a [—1,1] intervallumon folytonos és szigorúan 
monoton növekvő. A függvény páratlan, azaz: 


arcsin(—r) — — arcsin T 


8.6.3. Példa űj 
Határozzuk meg az arcsin 7 kifejezés pontos értékét! 


Megoldás: 


TT, TT 
Az arcsin — kifejezés azt a 7 és 5 közötti szöget jelenti, amelynek szinusza 
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1 
—, tehát 
7 ehá 
. T 
rcsin — — — 
arcs 5 6 
mert 
.. TŰ 1 
in — — —. 
segg. 
8.6.4. Példa 


Vázoljuk függvénytranszformáció segítségével az I(z) — xr — 2arcsin(m — 3) 
függvény grafikonját! 

Megoldás: 

Az ábrázolás első lépésében vázoljuk az alapfüggvény, az f(r) — arcsinx 
függvény grafikonját! A második lépés a g(z) — arcsin(z — 3) értelemzési 
tartományának meghatározása: 


—1Xx3—32A1, 
azaz 
22 a c 4, 
ezt követően pedig a g(xr) — arcsin(m — 3) grafikonjának vázolása. A 


következő lépésben előállítjuk a h(r) — —2 arcsin(r—3) függvény grafikonját. 
h(z) úgy kapható meg g(1)-ből kiindulva, hogy a g(z) függvény grafikonját 
kétszeresére nyújtjuk, majd tükrözzük az x-tengelyre. Az utolsó transz- 
formációs lépésben h(1) grafikonját 1r-vel eltoljuk az y-tengely mentén pozitív 
irányba, így megkapjuk az I(x) függvény grafikonját. 


3n/2] 











8.29. ábra 
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8.6.5. Definíció (arccos r) 
Az y — arccosa függvény a [—1,1] értelmezési tartomány minden pontjához 
a [0, x] intervallum egy (radiánban kifejezett) értékét rendeli, amelyre 

cosy — 7. 


Grafikonja: 








8.30. ábra 


8.6.6. Megjegyzés 
A h(z) — arccosz függvény a [—1,1] intervallumon folytonos és szigorúan 
monoton csökkenő. Nem páros és nem páratlan. 


8.6.7. Példa 
Határozzuk meg az arccos ez kifejezés pontos értékét! 


Megoldás: 


Az arccos Mi kifejezés azt a 0 és x közötti szöget jelenti, amelynek 


V3 ÖT 
§ új  —— IZ — 
arCcos 2 6 § 


3 
koszinusza (-5), tehát 


mert 
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8.6.8. Példa 
Írjuk fel a legegyszerűbb alakban az f(x) — cos(arccosr) függvényt, majd 
vázoljuk a grafikonját! 


Megoldás: 
Dr — [-1,1] és f(x) — cos(arccos r) — r. A függvény grafikonja: 






f()-cos(arccosx) 








8.31. ábra 


8.6.9. Példa 
Írjuk fel a legegyszerűbb alakban az f(x) — arccos(cosr) függvényt, majd 
vázoljuk a grafikonját! 


Megoldás: 

A vázlat elkészítéséhez vizsgáljuk meg először f(x) értelmezési tartományát 
és értékkészletét! Könnyen látható, hogy Dr — IR. Ismert, hogy Vr € R 
esetén 








—1 A cosz A 1, 
így 
0 2 arccos(cos 1) £ mr, 
azaz Rr — [0, Tr]. Továbbá az 
y — arccos(cos 1) 


hozzárendelésből adódik, hogy 


COS y — COST, 
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tehát 


y—tr32kn, (keZ2). 


A keresett grafikon: 





f(xj-arccos(cosx) 








8.32. ábra 
8.6.10. Definíció (arctg T) 
Az y — arctg T függvény a (—oo, 00) értelmezési tartomány minden pontjához 
77 vé ., fi e L 21. 7. a 
a (5 5) intervallum egy (radiánban kifejezett) értékét rendeli, amelyre 
tgy — 1. 
Grafikonja: 

















8.33. ábra 
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8.6.11. Megjegyzés 
Az f(x) — arctgr függvény R-en folytonos és szigorúan monoton növekvő. 


Továbbá: 





lim arctgr— 5 6 lim arctg — —ő 
, im arctga — 5 és , im arctgz— — 5. 
A függvény páratlan, azaz: 
arctg(—1) — —arctgr. 


8.6.12. Példa 
Határozzuk meg az arctg(—1) kifejezés pontos értékét! 


Megoldás: 


T 

tg(—1) — ——, 

arctg(—1) Ti 
mert 


e) -- 


8.6.13. Definíció (arcctg T) 
Az y — arcctg T függvény a (—oo,oo) értelmezési tartomány minden 


pontjához a (0, mr) intervallum egy (radiánban kifejezett) értékét rendeli, ame- 
lyre 
etgy mg. 


Grafikonja: 


f(x) -arcctgx 





-Tr/2] 


8.34. ábra 
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8.6.14. Megjegyzés 
Az f(x) — arcctga függvény R-en folytonos és szigorúan monoton csökkenő. 
Továbbá: 





lim arcctgi — 0 és lim arcctgy — T. 


4£—t-őG $——G0 


8.6.15. Példa 
Határozzuk meg az arcctg1 kifejezés pontos értékét! 


Megoldás: 


mert 


8.6.16. Példa 
Vázoljuk az I(z) — 27 — arcctg(z — 2) függvény grafikonját! 


Megoldás: 


2m] 








I(x)-2Tr-arcctg(x-2) 


g(x)-arcctg(x-2) 


f(x)sarcctgx 


h(x)--arcctg(x-2) 


-TT] 





8.35. ábra 
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8.7 AZ EXPONENCIÁLIS FÜGGVÉNY 


8.7.1. Definíció (exponenciális függvény) 
Az f(x) — a", a50,a A 1, z € R hozzárendeléssel adott függvényt a alapú 
exponenciális függvénynek nevezzük. 


Grafikonja: 





8.36. ábra 


8.7.2. Megjegyzés 

Az f(x) — a7, a 5 0, a - I, függvény értelmezési tartománya az R hal- 
maz, értékkészlete pedig RT. A függvény a teljes értelmezési tartományában 
folytonos. Ha a 5 1, akkor f(x) szigorúan monoton növekvő, míg a € 1 
esetén szigorúan monoton csökkenő a függvény. Ha a 5 1, akkor 


lim a" —0 és lim a" — oo; 
17-00 T—14oo 


illetve 0 € a € 1 esetén: 


lim a? — --oo és lim a" — 0. 
To —o0 1 —t-oo 


Érvényesek az alábbi, gyakran előforduló azonosságok (a,b 5 0, a,b - 1, 
reR, : 


a" gy c gevy (a7)y — a7y, a? . b7 — (ab)". 
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8.7.3. Megjegyzés 
Ha az exponenciális függvény alapja az e szám (5.4.11. Tétel), akkor jelölése: 


Grafikonja: 











8.37. ábra 


8.8 A LOGARITMUS FÜGGVÉNY 


Az exponenciális függvények szigorú monotonitásából következik in- 
vertálhatóságuk. 


8.8.1. Definíció (logaritmus függvény) 
Az f(zd)— a", a50,a 1, re R függvény 





f (2) —log, 2, TeRt 


inverzét a alapú logaritmus függvénynek nevezzük. Ha a — 10, akkor az 
f(2) — Iga, illetve ha a — e, akkor az f(x) — In jelölést alkalmazzuk. 


8.8.2. Megjegyzés 
Legyen y — log, x. A logaritmus értelmezése alapján a" — x, azaz 


x — al8a7 mg. 
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Tehát az y — f(x) — log, z függvény úgy is értelmezhető, hogy minden 
pozitív r-hez hozzárendeljük azt az y kitevőt, amelyre az alapot hatványozva. 
eredményül T-et kapjuk: 

a" — a. 





8.38. ábra 


8.8.3. Megjegyzés 

Az f(z) — logyz, a 5 0, a A 1, függvény értelmezési tartománya az RT 
halmaz, értékkészlete pedig az R halmaz. A függvény a teljes értelmezési 
tartományában folytonos és nem korlátos. Zérushelye x — 1-nél van. f(x) 
szigorúan monoton növekvő, ha a 5 1, míg 0 € a — 1 esetén szigorúan 
monoton csökkenő a függvény. Ha a 5 1, akkor 


lim log, T — —oo és lim log, T — --oo; 
70-40 Ba r—-hoo Bú ) 


illetve 0 € a € 1 esetén: 


lim log, x — --oo és lim log T — —oo. 
SÓ Ba MeSztás 8. 


Érvényesek az alábbi azonosságok (ab50,abÁl,ryeRt) : 
a) log(zy) — log t-t10g 4, 


b) log, szt log, z — log, y, 
y 


184 8 ELEMI FÜGGVÉNYEK, NEVEZETES FÜGGVÉNYEK 





c) log, r" — k - log, T, 
d) log, b:1ogya— 1 
e) A különböző alapú logaritmusok között az alábbi kapcsolat áll fenn: 


log, z — log, xz : log, b — log, z - — . 
log; a 


8.9 HIPERBOLIKUS FÜGGVÉNYEK 


Az e7 és e"? függvények segítségével származtathatók az ún. hiperbolikus 
függvények. 


8.9.1. Definíció (szinusz-hiperbolikusz függvény) 














Az 
esse . 
She — —— r:eR 
2 
függvényt szinusz-hiperbolikusz függvénynek nevezzük. 
Grafikonja: 
8.39. ábra 

Értelmezési tartomány: —oo €Cg Coo 

Ertékkészlet: —oo Ca g Coo 

Zérushely: 3-0 


A függvény páratlan: sh(—r) ——shr 
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A függvény folytonos és szigorúan monoton növekvő R-en. Továbbá: 


lim shxy — —oo és lim shg — --oo. 


$-r-ŐŰ 9—4-BG 


8.9.2. Definíció (koszinusz-hiperbolikusz függvény) 
Az ú 
cha E, :eR 


függvényt koszinusz-hiperbolikusz függvénynek nevezzük. 





Grafikonja: 











8.40. ábra 
Értelmezési tartomány: —oo a T a hoo 
Értékkészlet: 127 a oo 
Zérushelye nincs. 
Szigorúan monoton csökkenő: —ooCgxca0 
Szigorúan monoton növekvő: 0 € x a 3-oo 
A függvény páros: ch(—2) — char 


A függvény folytonos és alulról korlátos. Továbbá: 


lim chxr— lim chxx — -3-oo. 


s sHő 2—rT-ód 
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8.9.3. Megjegyzés 
A hiperbolikus függvények egy másik bevezetését és az alábbi azonosságok 
bizonyítását a 12. fejezetben találja meg a kedves olvasó. 


a) chr4 shi — e", 
b) chr—shr— e", 
c) chhr—shíz— 1, 
d) ch? zh shh az — ch2r, 
e) 25shr-chz — sh22, 
f) ng EE 
si sb? a - SE, 


h) sh(z4ty—shrz-chyi chi -shy, 
i) chl(zrty) —chz-chyishz - shy. 


8.9.4. Definíció (tangens-hiperbolikusz függvény ) 
Az 

shrz e7f— e" 
chxrz ez e-z? 


függvényt tangens-hiperbolikusz függvénynek nevezzük. 


tha: — 





xreR 





A függvény grafikonja a 8.41. ábrán látható. 


Ertelmezési tartomány: —oo cg ao0 
Ertékkészlet: —1cCaxcC1 
Zérushely: az0 


A függvény páratlan: th(—2) — —thxr 





A függvény folytonos, korlátos és szigorúan monoton növekvő IR-en. 
Továbbá: 
lim thx — —1 és lim thz— 1. 


t—sád $£—r4-60 


8.9.5. Definíció (kotangens-hiperbolikusz függvény ) 


Az Mi ú 
ölsz ; :eR 
shxr et —e-T 








függvényt kotangens-hiperbolikusz függvénynek nevezzük. 
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Grafikonja: 


cthx 








-2 








8.41. ábra 
Értelmezési tartomány: RV (0) 
Értékkészlet: RV [11] 
Zérushelye nincs. 
Szigorúan monoton csökkenő: —oo € g €0,0 a T a Too 
A függvény páratlan: cth(—r) — —cthr 


A függvény az értelmezési tartományában folytonos. Továbbá: 


lim cthx — —1 és lim cthr— 1. 
lim cthz — —oo és lim cthg — --oo. 
r60—0 x—07-0 


8.10 AREA FÜGGVÉNYEK 
Az area függvények a hiperbolikus függvények inverzei. 


8.10.1. Definíció (arsh 1) 
Az y — arsha függvény a (—oo, -oo) értelmezési tartomány minden 
pontjához a (—oo, 00) intervallumnak azt az egy értékét rendeli, amelyre 


shy — z. 
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8.10.2. Megjegyzés 
Az f(2) — arshz függvény a R-en folytonos és szigorúan monoton növekvő. 


Grafikonja: 





8.42. ábra 

Értelmezési tartomány: —oo €g Coo 

Ertékkészlet: —oo Ca gx Coo 

Zérushely: gs0 

A függvény páratlan: —— arsh(—r) — —arshr 

Továbbá: 
lim arshx — —oo és lim arsha — 1-oo. 
T——o0 16 hoo 


8.10.3. Megjegyzés 
A arsh 2 függvény definíciója alapján 


sh(arsh a) — arsh(sh x) — 2. 


8.10.4. Megjegyzés 

A ch: függvény a [0, 74-00) ill. a (—oo,0] intervallumon szigorúan mono- 
ton növekvő ill. szigorúan monoton csökkenő, így a két függvényágnak 
külön-külön létezik az inverze, a két inverz neve egyaránt area koszinusz- 
hiperbolikusz függvény. 
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8.10.5. Definíció (archr) 
Az y — archa függvény a [1, 1-00) értelmezési tartomány minden pontjához 
a [0, 400) vagy a (—o0,0] intervallumnak azt az egy értékét rendeli, amelyre 


chy ez. 


8.10.6. Megjegyzés 
Az f(x) — archz függvény a [1, 400) intervallumon folytonos. 


Grafikonja: 





8.43. ábra 
Értelmezési tartomány: 1 a T a hoo 
Értékkészlet: 0£ ga Fosill. —o00—rc0 
Zérushely: :-1 
Továbbá: 
lim archgx — --oo, ha T50 és lim archx — —oo, ha gx 0. 
T—-oo 7—-4oo 


8.10.7. Megjegyzés 
A arch 2 függvény definíciója alapján 


ch(arch xr) — arch(ch r) — 1, ha 321. 
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8.10.8. Definíció (arth 1) 
Azy—artha függvény a (—1,1) értelmezési tartomány minden pontjához a 
(— oo, t-00) intervallumnak azt az egy értékét rendeli, amelyre 


thy — 1. 
8.10.9. Megjegyzés 
Az f(z) — artha függvény az értelmezési tartományában folytonos és 
szigorúan monoton növekvő. 
Grafikonja: 





8.44. ábra 

Értelmezési tartomány: —1€Cxc€C1 

Értékkészlet: —oo€gx Coo 

Zérushely: 3-0 

A függvény páratlan: arth(—2) — —arthz 
Továbbá: 

lim arthx — —oo és lim arthg — --oo. 
TÓ —1-70 ro1—0 

8.10.10. Definíció (arcthr) 
Az y — arcthzxz függvény az R 4 [—1,1] értelmezési tartomány minden 


pontjához az RV(0) halmaznak azt az egy értékét rendeli, amelyre 


EL YEm 
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8.10.11. Megjegyzés 


Az f(xa) — arcthx függvény az értelmezési tartományában folytonos és 
szigorúan monoton csökkenő. 


Grafikonja: 





8.45. ábra 
Értelmezési tartomány: RV [—1,1] 
Ertékkészlet: RV(0) 


Zérushelye nincs. 
A függvény páratlan: —— arcth(—r) — —arctha 


Továbbá: 
lim arcthr— lim arcthgx — 0, 
16-00 1 too 
valamint 
lim arcthTy — —oo és lim arcthg — --oo. 
r—o—1—0 r—o14-0 


8.10.12. Példa 

Adjuk meg az f(x) — arshzx ún. logaritmikus alakját! 
Megoldás: 

Alkalmazzuk az y — arsh 2 jelölést. A 8.9.1. Definíció alapján 


ey—e 9 
4 E ——— 
2 
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Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalát 2e9-nal, így az alábbi e"-ban 
másodfokú egyenlethez jutunk: 


e —- 27rey—1—0. 


Azaz: 





23 t V4r? 1-4 
s 7 — sat vathkl. 


(e 12 "a 
Mivel ey 5 0, így csak az 
e4—-r4tVri1 
gyök megfelelő. Ahonnan 
y—-h(rtvr-1) 


adódik, tehát 


arsh x — In(z 3 v:x2 -- 1). 


8.10.13. Megjegyzés 
Könnyen megmutatható, hogy 


archx — In(z 7 vr? — 1), 
ha achz, z 5 0 függvény inverzéről van szó, illetve 
archx — In(z — vV3? — 1), 


logaritmikus alak írható fel a chx, z Ca 0 függvény inverze esetén. Továbbá 








Ji 1-2 
thz c —-1 
arthr — 71 T— 
s Í. sza 
s 
tha zs —1 
ts A ig úri a Je 


az adott függvényekhez tartozó logaritmikus alakok. 
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9  DIFFERENCIÁLSZÁMÍTÁS 


Az egyváltozós valós függvények differenciálszámításának kialakítása a XVII. 
században kezdődött és Isaac Newton (angol, 1642-1727) valamint Gottfried 
Leibniz (német, 1646-1716) tudósok nevéhez és munkásságához fűződik. 


9.1 A DIFFERENCIA- ÉS DIFFERENCIÁLHÁNYADOS 


9.1.1. Definíció (differenciahányados) 
Az egyváltozós valós f : (a,b) — R függvény xo € (a,b) helyhez tartozó 
differenciahányados-függvényén a 

1(z)— T(zo) 


(9.1) plr,1)— ——— e — o, mr xo€E(a,b) ITIÁI 
TI — 20 





által definiált p függvényt értjük. 


9.1.2. Megjegyzés 

A differenciahányados geometriai értelmezése: 

Az f függvény görbéjének 29 és z abszcisszájú pontjait összekötő szelő mere- 
deksége: 


set FÁT 


4 hl "ér gp) 


y7-fJ 


JJ) tágátzomagáttsezááméstálátl tt atztlezátézázi 





f69 - fex) 
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Az 19 € D; ponthoz az T megválasztásával a szelők egész sokasága rendel- 
hető. Vajon az ro ponthoz közelítve létezik-e határértéke az adódó szelők 
meredekségének? Ha az xz pontot változónak tekintjük, akkor a differen- 
ciahányados T függvénye, azaz szintén függvény. 


9.1.3. Definíció (a differenciálhányados határátmenetes megfogal- 
mazása) 
Ha az f :R— R függvény zo € D; helyhez tartozó 


I(z)— f(io) Met J(x) — f(20) 


x— TX Ax 














differenciahányados-függvényének létezik véges határértéke xg-ban: 
(9.3) him píz, x0) — lm A Fry, 


rox TOIo T— Lo 
akkor ezt a határértéket az f függvény differenciálhányadosának (vagy de- 
riváltjának) nevezzük az xo pontban. 


Jelölések: j 


roz  T— TI da 





9.1.4. Megjegyzés 
Ha az f : R — R függvénynek az zo helyen létezik differenciálhányadosa, 
akkor azt mondjuk, hogy f az xo helyen differenciálható. 











9.1.5. Megjegyzés 
Ha az f (10) derivált egy I C D intervallum minden x pontjában létezik, 
akkor azt mondjuk, hogy f differenciálható az / intervallumon. 


9.1.6. Megjegyzés 

A differenciálhányadosnak fontos geometriai jelentése van. Ha rögzítjük az 
JT : R— R görbéjén az A pontot, azaz az xo helyet és a B pont a görbén 
haladva tart az A ponthoz, akkor a szelők, melyeknek iránytangense rendre 
tg Bi, tg B2, ..., tg Őn... egy határegyeneshez, az A-beli érintőhöz tartanak, 
amelynek iránytangense tga. Ekkor nyilván T — Tag és 


Yi tm (2) — f(ro) 


TITO TI — Do 











— f(x0) — tga. 
A szelők tg 0, iránytangense tehát az (ro, f(ro)) ponton áthaladó 


(9.5) y— f(x0)(z— To) 4 f(20) 


egyenes iránytangenséhez tart. 
Az arctg függvény folytonossága miatt 


Bn 7 a, ha gx— 29. 
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9.1.7. Definíció (függvény pontbeli érintője) 
Ha az f : R— R függvény differenciálható az xg € Dr pontban, akkor az 


(9.6) y — f(x0(z — 0) 4 f(x), TER 


egyenletű egyenest az f függvény (xo, f(xo))-beli érintőjének nevezzük. Így 
f (20) az (xo, f(x0)) pontbeli érintő iránytangense (meredeksége). 














A differenciálhányados fogalmára megadható egy másik, úgynevezett 
törtmentes definíció is. 


9.1.8. Megjegyzés 
Legyen az f : RG R függvény az xa helyen differenciálható, azaz létezzen a 











véges 
lim J(a) a f(20) as f(x0) 
T1—I0 17-— 29 
határérték. Ekkor 
lim f(2)— (20 f(x] —0. 
7—0I0 tT— To 


Vezessük be a következő jelölést: 


f(2) — f(20) 


I — 20 


— f(x) — e(7), 
amelyből kapjuk, hogy 
f(x) — f(x) — f(ro)(z — 30) 4 e(x)(z — To) 


és 
lim e(x) — 0. 
ToOXx0 
9.1.9. Definíció (a differenciálhányados törtmentes megfogalmazása) 
Az f : R— R függvényt az xgo € Dr helyen akkor nevezzük differenciálha- 
tónak, ha létezik egy olyan f(xo)-lal jelölt valós szám és xo-nak olyan, az 
értelmezési tartomány pontjaiból álló ó-sugarú környezete 


K5(xo) 7-7 (To zzz Óó, To -k ő ) , 











hogy minden x € K5(xo) esetén teljesül az alábbi egyenlőség: 


(9.7) f(x) — f(ro) — f(ro)(z — To) 4 e(z)(z — To), 
ahol z : Ks(x0) - R olyan függvény, amelyre 





lim e(x) — 0. 


rox 
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9.1.10. Megjegyzés 
Az 


f(x) — f(x) — f(xo)(z — To) 4 e(x)(z — To) 
formulában, ahol lim e(xr) — 0, a jobb oldalon álló második tag (e(z)(r— 19)) 
rox 


mindkét tényezője nullához tart, miközben z — xo. Ez azt jelenti, hogy 
zo 29 esetén e(r)(T — To) magasabb rendben (gyorsabban) tart zérushoz, 
mint f"(ro)(r—29). Tehát a jobb oldal meghatározó része az első tag, amelyet 
az f(z) — f(xo) megváltozás főrészének, a második e(T)(T — To) tagot pedig 
elenyésző részének nevezzük. Ez úgy is felfogható, hogy az f(x) függvény az 
To pont K5(x9)-környezetében jól közelíthető egy elsőfokú polinommal: 


f(2) A f(x) — f(x0)(z — 20), 


azaz f linearizálható. Nyilvánvaló, hogy a differenciálhányados törtmentes 
képlete a következőképpen is felírható: 


f(x) — (20) 


T — 20 


— f (30) 4 elm), 


ahol e(z) — 0, ha z — 29. 


9.1.11. Definíció (a függvény differenciálja) 
Az 


f(x) — f(x) — f(ro)(z — To) t e(m(z — To) 
összefüggésben szereplő 


f(xo)(z — 20) 


főrészt az f függvény x9-beli differenciáljának nevezzük. 
Jelölése: 


df(x0) — f(x0(r— zo) vagy df — f(x0)(z— To). 


9.1.12. Megjegyzés 
Vegyük észre, hogy df(2) az x változó függvénye, és ha az (1—29) különbséget 
dx — Az-el jelöljük, akkor az xo-beli 


df (To) 


f (10) — d 





derivált valóban két differenciál hányadosa, mert 


dc— ad -(7— ro) —1-(x— 29). 
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0 áádstáátölágmálüésüsát a klTSKáK" ltsásááláátásET öltés; 






f69 - fex) 
df(x) -ffx)-dx 


9.2. ábra 


Az ábrán látható, hogy az f függvény xo-beli df(xo) differenciálja a, teljes 
f(z) — f(x) különbség egyik részét adja és minél közelebb van az z pont To- 
hoz, annál jobban közelíti df(x0) — f(x0)(r—29) az f(r)—f(x0) különbséget. 
Az f(a) — f(x) — f(20)(z — 20) 4 e(2) (z — T0) különbség második része, 
mivel lim e(z) — 0 kicsiny (r — To) esetén, elhanyagolható. A 

To 


14 ils ől 


df(x0) — f (10) " Az — f(x) : da 


kifejezésben Az a független változó tetszőleges növekménye, azaz tetszőleges 
szám, amelyet gyakran x-től függetlennek tekintünk. 


9.1.13. Tétel (a differenciálhatóság két megfogalmazásának ekviva- 
lenciája) 

A differenciálhányados határátmenetes és törtmentes definíciója ekvivalens. 
Bizonyítás: 

A törtmentes definíciót a határátmenetes definícióból kiindulva vezettük be. 
Tehát, ha a határátmenetes definíció fennáll, akkor a törtmentes is. Meg- 
fordítva, legyen f differenciálható a törtmentes definíció szerint, azaz: 


f(x) — f(x) — f(x0)(z — To) — e(x)(z — To), 
ahol lim e(x) — 0. 


Fldkgr 
f(z) — f(xo) 


T— fg 


sf (0) telz, 
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ahol lim e(x) — 0, amelyből 


roOIx0 


lim [f (20) 4 e(z)]— f(o), 


rox 


és ezért a bal oldal z — 29 esetén szintén f/(xo)-hoz tart: 


tm f(2— f(a0) 


2.oOX2x0 kő jé Do 


- f (10), 


ami azt jelenti, hogy f a határátmenetes definíció szerint is differenciálható 
az xo helyen. 














9.1.14. Példa 1 
Számítsuk ki az f(r) — x? függvény differenciálhányadosát az zg — fi helyen! 





Megoldás: 
A határátmenetes definíció szerint: 
3 3 2 2 
3) — f(x 3 —g 3 — ro(1-Tr-Irg tr 
lm 1(2) — f(0) — lim ESET erről lim ( 0)( Tt 0 -t 0 
TT S2TÓ ma ESŐ rox TD — Do TOTÓ TI — To 


lim (x? 4 2 - 70 4 2) — 3278. 


rox 


s gi 8 ja 
4) 4) 16 
9.1.15. Példa 


Számítsuk ki az f(x) — 3? függvényre az zg — 2 pontban a 


Így: 


4f— f(rt4Az)—f(2) 
különbséget és a df(x0) — f (x0)(xz — 19) differenciált, ha Az — dr — 0.01. 


Megoldás: 
A (9.1.14)-es feladatból tudjuk, hogy 


Ezért a differenciál: 
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továbbá x — 29 — 2 és dr — Ax — 0.01, így 
df(xo) — 3 : 27 - 0.01 — 0.12. 
A Af — f(r 4 Ax) — f(2) különbség pedig: 
Af — (Az)? —g? — 793-317Az-H31(Ar)?-H(Az)?—z? — 317dr--31(Ar)?-H(Ar)?. 
Ha z — 19 — 2 és dr — Az — 0.01, akkor 
Af — 3-2 -0.01-4 3 : 2 - (0.01)? -—- (0.01)? — 0.12 -- 0.00061 — 0.12061. 
Így 
A f — df(xo) — 0.00061. 


9.1.16. Tétel (a differenciálható függvény folytonosságáról) 
Ha az f függvény az xo € D5 helyen differenciálható, akkor ugyanitt folytonos 
18. 





Bizonyítás: 
Induljunk ki az alábbi nyilvánvaló egyenlőségből: 
f(2) — f(z 
T(r) — fo) a EDZES . (a — a). 
17-20 


Képezzük mindkét oldal határértékét, ha z — xo: 


lim f(x) — f(xo) 4 f(x0) :0— f(xo), 


rox 











amelyből következik f(x) folytonossága az ro helyen. 





9.1.17. Megjegyzés 
A tétel állítása nem fordítható meg. A folytonosságból nem következik a 
diflerenciálhatóság. 


9.1.18. Példa 
Mutassuk meg, hogy a folytonos f(x) — Ir] függvény nem differenciálható az 
xo — 0 helyen! 


Bizonyítás: 
Vizsgáljuk a 
im (2) — f(x) im Izl— 10 


T—I0 4 pllssszlé 7 19) 1o209 LT — 
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határérték létezését! Külön-külön kiszámítjuk a tört jobb oldali és bal oldali 
határértékét: 








lim —— Ű — —1, illetve — lim szásst s 
r60—0 39 hó ro0-0 XT 
Az egyoldali határértékek különbözőek, ezért nem létezik az xo — 0-beli 


határérték. Tehát az ro — 0 pontban az f(x) — Ir] függvény nem diffe- 
renciálható annak ellenére, hogy a függvény xo — 0-ban folytonos. 














Korábban már értelmeztük a bal és jobb oldali határértéket, folytonosságot. 
Most bevezetjük a bal és jobb oldali differenciálhatóság fogalmát. 


9.1.19. Definíció (bal és jobb oldali differenciálhatóság) 
Az f:R—- R függvényt az 29 helyen balról illetve jobbról differenciálhatónak 
nevezzük, ha létezik véges bal oldali illetve jobb oldali határérték: 


lim S lsz S) sat AS) — f.(xo0) illetve — lim JAS Eső ll ET E0N 


r—Óxrg—0 úm roxoTt0 TI — To 











a f (20), 


minden baloldali illetve jobboldali környezetbeli x-re. 


9.1.20. Megjegyzés 

Ha egy függvénynek az értelmezési tartománya valamely pontjában létezik 
bal oldali és jobb oldali differenciálhányadosa, amelyek megegyeznek, akkor 
a függvény ezen a helyen differenciálható. 


9.2 ELEMI FÜGGVÉNYEK DIFFERENCIÁLÁSA 


9.2.1. Tétel (elemi függvények differenciálása) 
Az elemi függvények dertiváltjai a következők: 





cY—0, ceR; 





my. -n.-m-i  neNt reR; 





"-a-x71!, aeERV0Y 








"—a7-lna, ae RTV(1h zeR; 





Vág 
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10. 


11. 


12. 


19. 


8 


15. 


16. 


IT 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


29. 





1 
(log, 1)" — ae RtTV(1hreRt; 


xr]lna7 





(sinr) —cosz, xeR; 

















(cosr)!——sinz, reR; 
(tg) — ——, zeRt(5tkm:kezZl; 
COSÍ 1 2 
—1 
(ctgy) — ——, seRvtíkmr:keZj; 
sin x 
1 
arcsinr)! — —— , ls] c1, TER; 
(arcsinay ll 
—1 
arccosz) — ——— , Ir] c1,1€R; 
arccosay — s le 
ter) — —— R; 
—1 j 
(arcctgr)" — Iz R; 
(shy —chx, reR; 
(chr)!—shz, reR; 
(thr)" 7 dér m.E R; 
il. 
arshr) — ——  , xreR; 
( ) FENÉT 
(archr)" — €; , 51 reR; 
s — 
(arthr)" — TS Ir] C1, TER; 
(arcthr)" — 1-7? li] 51, TER 
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Bizonyítás: 


1. A 9.1.3. Definíció alapján bizonyítunk: 









































7 


. C€—Cc . 
(c)" — lim —0, ceR; 
rox — 0 
6. 
ük $—-ípTrTú 
I I In — In ————— 
/ nI7-—1iInIo : Xg ;: Xg 
(nx)., — lim — lim z lim z 
rox T—-dgX2 1oxoT — 10 T70OT0 17— 20 
jő 1 GA0] 
. IX — x0 2—xg . IX — x0 2—xg 
lim Iní(1-- — lm—lní1- zt 
TOI0 Lo T1—Ix010 Lo 
u 
To se salv zz 1 1 1 . 
üz — lim — lim In(11--] — —-Ine— —, Vrxoel 
6. DÓ 1520 To lul oo u 210 To 
8. 
2 30 tiözszát vig NNNNNES Közt! Ha) 
. j . sinT—singo j 908 9 7 SET 2 
(sin 2) — lim ————— — lim — 
rox SE 0 TOT Mel ég) 
. 1710 
Sin ——— 
; To j B 
lim cos . im —— 2 — coszo:1—cosxo, VrgoER; 
rox x2oxro TT 7— To 
2 
9. 
, dő t-t 
—2sin 
. COST — COS To ; 2 2 
(cos 7)—g — Jim — lim —— 
TOT0 E esszzzátt [dí g) T70I0 de bŐ 
. 4 7— To 
sin 
; TO 1. 6 ; ; 
— lim sin . li 7 IÉRETÉSTB —sin7To:"1——sinxo, V2xoeR. 
rox rox TT — 10 

















5ós 
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9.3  DERIVÁLÁSI SZABÁLYOK 


9.3.1. Tétel (összeg, különbség, szorzat és hányados deriválása) 
Haazf:RöÖRésag:R— R függvények differenciálhatók az ra ec DFND, 
helyen, c pedig R-beli állandó, akkor: 


1. (e T(2 7 eF); 

2. (f(2) t 9(2)2, — f (10) tg (10); 

3. (f(2) : 9(2) 2 — f (20) : 9(x0) 4 f(20) : 9 (10); 
; (2) - f(20) : 9(xo) — (zo) : 9 (50) 


























9(1) 99(10) 


Bizonyítás: 
A 9.1.3. Definíció alapján bizonyítunk: 


c fia) — er f(20) f(2) — f(x) 





Ta Asz táe le bes kitelt! HV j Ezsosül 7— 2 
ös Túra f(2) ezi f(xo) Sa ffi f (20); 





T1—20 1T7— 20 


1 Ctvág aszgítzáj tk ec ag KA... 














dm 40 — Au Tr Jim 40) — jó — f(x) 4 g (20); 
3. (M(e) (aaa — Jam FETT [Jat 

tm 4292) — f(x009(2) tr J(x0)9(z) — f(0)9(zo) 

ja ET ae) az am EZÉ 100 - 

f (0) : 9(xo) — f(ro) : 9 (zo); 


f(2) — f(x) 
a (AD) - fm 0 — 90 
AD zo 


RSS SERRENNI ke — f(x09(x0) 4 f(10)9(20) — f(109(2) [// 


z—z0g(r)g( To) 1— 20 "I 
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lim 


1 [72—f(a0 a 9(2—9(ao e 
eszog(a)g(xo) 4489) vs 


TIT — To TI — 29 
I; pooAte . KE . 9(2—9(x0) 
im L szzo 7 9(70)— f(x ma] f/(xo) : 9(xo) — f(xo) : 9/(xo) 


rox 





Jim g(x)9(o) 99(20) 














9.3.2. Definíció (deriváltfüggvény ) 

Ha az f : R — R függvény az I C DF intervallum minden pontjában 
differenciálható, akkor azt a leképezést, amely az I intervallum minden 
eleméhez az f függvény ezen pontbeli deriváltját rendeli az f függvény de- 
riváltfüggvényének nevezzük. 











d 
Jelölése: f(x) vagy hl. illetve f. 


9.3.3. Példa 
Végezzük el a kijelölt deriválásokat! 





1 1 
2. [det LED —1/2 §; 
(yzy — (egy sa mt 





3/92 





ő; (4) 779 - més Meze 


8. (57) —5"1n5 ; 


9. (5e7) — 5e7; 
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sz a Enge 
10. (log; x)" — Fi 





1 1 
11. (üz SE 
(na) zi 























rlne 
12. (6 cos x) — 6(cosx) — 6(—sinr) — —6sin 2; 
sinrV (sing)  cosz 
13. - - : 
( 8 ) 8 8 
1 k 1 —4/5 
egy elegy sző 
14. z s sz 3 
8 8 8 4092" 
15. (x2 337 — 5) — (x2) 4 (37) — (5) — 22 371n3; 
1 7 
jó pee) . (V/1)Y—r(ogyz)  2/1 a2ln4 
I 11 11 11 : 


17. (a7 a 77) — (aTy a (Ty — 7284 77 ln7; 


18. (xő cosr) — (a?) cos z - gő (cos nr) — 5x1 cos x — gő 


sin g; 
1 
19. (671nx) — (67) In z -- 6" (In x) — 6? (In 6) In x -k 67 


20. ((x2 — 32) (233 7)) — (22 — 32) (a? - 7) -- (22 — 32) (3 7) — 
— (22 — 3) (r? 7) 1 (3 — 37) 373; 








j sinrYV (sing) cosg — sin x(cos Tr) 
21. (tgz) — z 5 za 
cos 1 cos2 x 
cosrcosr—sinr(—sinm) — cosZg 4 sintr 1 





cos2 x cosZ gr cos2T 


) 








a. eraay — (€012yy  eesajtánz — sose 





sing sin x 
. . . 2 2 
—síinTsinT — cosTcosg — (sin x -- cos x) —1 
CE :. 2 Wu 2. at 
sing sin x sin x 





23. (2) MENET (29) 


x8 
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: ÉT a 
— (l — gő — (l l 
.7m3 (logz 1) 37 A 37 (log 7) 317 BÉre — 31]og T 
16 16 rt I 
új 14 VTYV . (7-4 VT) cos z — (x-k VT) (cos) 
"A cosz Jo cos? 2 "I 
(6 5) 952 ( (41) (—sinr) 
cos? x N 
Pie fit (z-- /T)sinz 
cos2 az i 
e. 5eT—3lnz (5e" — 31n r) (zt — 2006) — (5e? — 31nx) (z! — 2006) — 
"AU 21 — 2006 (x1 — 2006)? c 


3 
be — Je (zt — 2006) — (5e? — 31]n T) 47? 


(at — 2006)7 





9.3.4. Tétel (összetett függvény deriválási szabálya - a láncszabály) 
Legyen adott az f og vagy más felírásban az 


összetett függvény, ahol f : um f(u), g: TR 9g(2) egyváltozós függvények. 
Ha a g függvény differenciálható az xo e Da helyen, az f függvény pedig a 
9(T0) — ug € D; helyen, akkor az összetett f o g függvény is differenciálható 
az xo helyen és 





























d(f 99) .. df(u) dg(2) 
dx eb du ], jé) dd 1 
vagy ekvivalens felírásban: 
dF . df(g(2)) ; ; 
teles az la f(9(2)):9g(z) ni 
Bizonyítás: 


A differenciálhányados törtmentes definíciójából kiindulva: 


u(m) — ul(xo) — 9(x) — 9(x0) — g(x0)(z — To) -- €1(2)(z — 70), 
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ahol lim c1(x) — 0, és 


rToOIX0 


f(u) — f(uo) — f (uo) (u — 0) - €2(u) (u — 10), 


ahol lim €2(u) — 0. 


Uu—Uug 


Írjuk fel az összetett függvény megváltozását: 
(9 g)(2) — (fo 9)(x0) — f(9(z)) — f(g(x0)) — f(u) — f(uo) — 
— f(uo)(u — ug) — €2(u)(u — ug) — 
— f (uo)lg (x0)(1—To)--e1(2)(z—To)]--e2g(z) [lg (70) (2—To) -e1(x)(z—To)] — 


— f (uo) : 9 (x0)(z — zo) —- [f(uo)ei(m) — €29(z)g (70) 4 €29(x)e1(2)](z — To), 


ahol a második tag első tényezőjének határértéke egyenlő nullával. Így a 
törtmentes definíció alapján igazoltuk, hogy 


f(9(2))z-zo — f (10) : (70) — f(9(x0)) : 9 (0). 


9.3.5. Példa 
Igazoljuk, hogy (shr) — chrz, V x € R és (chr)Y—shr VreR ! 




















Megoldás: 
Az összegre és különbségre, valamint az összetett függvényre vonatkozó de- 
riválási szabály szerint: 








(shr) — ( — ) — —(e? te?) — chx; 
és vás 

(chr) — ( ke ) — —(e7? — e") — shzr. 
9.3.6. Példa 


Végezzük el a kijelölt deriválásokat! 


1. (cos(5x)) — — (sin (5x)) 5 — —5sin (52); 


— ((sin (my) — 3 sin? x (sin r) — 3 sin? x - cos a; 


)) 


vi. 

2. (sin (x3)) — cos (a?) - 322; 
. (sin? (ax ; 

. ( (4 — x3)" 


) sg ejha gő e LE (ŐK 
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5. (vc05T)) — —— (cos) — —— (- sin a) - —EE 
ú — S sün — : 
ME ző 24/cosx jlsj 24/cosx EZSSE 24/cos 7 
; Ttgx 
1 7 1 
6. (tg7x) — ((tgx)") — 7tgőz(tgr) — ET 
1 1 39? 
7. (V/3371) — x3 1-4) — ; 
( ) 2/5344 ( ) 2/3334 
8. (e22-1y — e22—1 (22 M 1 — e22—1.9 — 2e27-1. 
7 
9. (e) — e? (x2) — e . 23 — 2reZ; 
10. (30057) — 30052 (In 3) (cosa) — —36957 (ln 3) sin x; 
11. (2187) — 2187 (In2) (tgx) — 287 (In2 ; 
(eteey — 26 (m2) (tg) — 26" (m2) —— 
12. (ey —et(—r) —e"(-1j cet 
13. (thx) shrYV  chrchr—shrshr  chíz— shírz 1 
chxx chz chiz chíz 
; chrYV  shzsshr—chrchr  shír — chír —1 
14. (cthr) zi úm 7) .- 2 .- 5) 
shx shíx shíx shíx 
1 
15. (In shcos r)" — BirLG (sh cos x)" — ETEETTT (ch cos r) (cos r)" — 
1 8 
KANYE (chcosr) (— sin 2) ; 
16. (sinsinsin r) — (cos sin sin) (cossin r) cos x; 
/ 1 1 chx 1 
17. (Inőthr) — ((Inthz)) — 5 (Intthr) ——— —5 (Int th r) ——— 
7. (nőthx) — ((Inthx)") — 5 (Int LÉTTESET 5 (Inth a) HESSENI 
7 
18. (1og3 cth vV3 — 2) s. ( (og; cthv3 — 27) zzz 
— 2 (log, cth v3 — 22) E TERME s IRB £ (—21) ; 
ő cthvV3—721n2 shívV3—232 2/3— 12 i 
— 7 1 - tj 
19. (in e - 3vemz ) ) — —— —— [e 4 3vemz ) - 
xi 2 3vsinz 


















































1 7— 1 
— —— [479337 ln3 cos2) ; 
xi 3vsinz k 2vVsing 
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1 247 sza] 
20. ager] - (esse) ) — 2ctg ető 1 . ezt . 392. 
sinf ezt? 


9.3.7. Tétel (az inverz függvény differenciálhatóságáról) 

Ha az (a, b) intervallumon az f(x) függvény szigorúan monoton, folytonos és 
az xg pontban differenciálható úgy hogy f(x0) A 0 és f(xo) — vo, akkor az f 
függvény z — p(y) — f 1(y) inverze differenciálható az yo helyen és 











Bizonyítás: 
Írjuk fel az f-!(y) inverz függvény differenciahányadosát az yo pontban, 
használva az z — f-1(y) jelölést: 


FűipzT ad .. 4-M 1 


y— yo — f(2)— f(x) 42-00 


r—To 





Az inverz monotonitása miatt zT — zo A 0, ha y - vo és ha y — yo, akkor 
f 1(y) folytonosságából adódik, hogy z — ro. Azaz határátmenettel a tétel 
állítását kapjuk: 




















—1 — f-1 1 1 
lim ff (4)—-T Wo) az lim JET HN 7 . 
yoyo y— 40 7020 Ha f(x) 


9.3.8. Példa 
Igazoljuk, hogy y — f(r) — sing esetén az inverz z — f-1(y) — arcsiny 
függvény deriváltja: 


1 
FI ez ( arcsiny) in — ii 
1 — y? 
Megoldás: 
Az inverz függvény deriválási szabálya alapján: 
; 1 1 1 1 


[77] — gét rég 


sinz[ — cosz 6 cos(arcsin my) NI V1 — sin? (arcsin y) 
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9.4  MAGASABBRENDŰ DERIVÁLTAK 


9.4.1. Definíció (kétszer differenciálható függvény) 

Ha az f függvénynek az xg hely valamely környezetében létezik a de- 
riváltfüggvénye, amely az xo helyen differenciálható, akkor az f függvény az 
xo helyen kétszer differenciálható. 
d? f(20) 

da? 


9.4.2. Definíció (második deriváltfüggvény) 
Ha az f függvény az I intervallum minden pontjában kétszer differenciálható, 
akkor az f" függvényt f második deriváltfüggvényének nevezzük. 





Jelölése: f"(x0) vagy 


9.4.3. Megjegyzés 

A második deriváltfüggvény kiszámítása az f" függvény deriválásával 

történik: ; 
f" E (5) . 

9.4.4. Megjegyzés 

Hasonló módon értelmezzük egy függvény magasabbrendű deriváltjait. 

Általánosan az n-ed rendű derivált: 


fr — (get 


9.4.5. Definíció (akárhányszor differenciálható függvény ) 
Végtelen sokszor vagy akárhányszor differenciálhatónak mondjuk azt a 
függvényt, melynek mindenn E N esetén létezik az n-edik deriváltja. 





9.4.6. Példa 
Számítsuk ki az f(x) — 3? függvény harmadrendű deriváltját! 
Megoldás: 
f(o—-5at, f/(a)—202?, f"(x) — 6027. 
9.4.7. Példa 
Mutassuk meg, hogy az 
PA 
f(2) —- 27 — T 


függvény eleget tesz a 
cost f/(3)(14 3) —0 


egyenletnek! 
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Megoldás: 
Számítsuk ki f/()-et! 





He (2-2 (neg) 7) ege Ü (je (12-te5) st 5. 














azaz 
1] 1 1 1 
f(r)—2- 7 gaz at mEGme am 
váll COST — ! COST — 
(17-ig ) 5 g— tg 5 
tehát 
1 1 
f(2 —2x — 24 —— . 
cos2 4 2sin 5 cos 5 - sin? 5 14 sing 


Számítsuk ki f/(x)-et is! 


— COST 


f(z) — (faj HE e mk Tr) —-(14 sing)" - cosz — (1-- sing)? 


1-4 sing 


Vizsgáljuk a feladatban szereplő egyenlőség bal oldalát: 


cos T-k fő(3)(1- 7)? — cosz ei CEST : (1-4 7)? — cos x — cos x — 0. 


(1-7-sin2) 
Tehát az egyenlőség teljesül. 


9.4.8. Definíció (magasabbrendű differenciál) 

Ha az y(x) függvény kétszer differenciálható, akkor az első differenciál dif- 
ferenciálját a második differenciálnak nevezzük. 

Jelölése: dy — d(dy). 

Hasonló módon: 

d"y — d(d71y). 
9.4.9. Megjegyzés 
Emlékezve arra, hogy dx tetszőleges szám és független r-től, ezért T-szerinti 


deriváláskor konstans tényező, így dr hatványai jelennek meg: 


dyaey"dey. 
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9.5 — A DIFFERENCIÁLSZÁMÍTÁS KÖZÉPÉRTÉKTÉTELEI 


9.5.1. Tétel (az első derivált eltűnéséről) 

Ha az f : R — R függvény az ro e D; pontban differenciálható és létezik 
xo-nak olyan Ks5(x0) — (To — ő, To 3-6) C Dr környezete, hogy V z € K5(10) 
pontban 











J(a) 2 f(x) vagy f(x) S (20), 
akkor 
f(x) s 
Bizonyítás: 
Foglalkozzunk az f(x) 2 f(xo) esettel! Számítsuk ki a differenciahányados 
xo-beli bal- és jobboldali határértékét. 
Ha 2 € K5 és 3 a 29, akkor 


f(z)— f(20) 


$£ 0, 
T— to 
azaz 
is FJETEN 2 
r—xo—0  T— Ig 
továbbá, ha z € K; és z 5 To, akkor 
T(x) — f(x) 
17-20 
így 
lm f(z) — f(z0) s 0. 


rT—oxo1t0 Ér ózzát 1 


Feltételünk szerint f differenciálható az xg helyen, tehát az egyoldali 
határértékeknek meg kell egyezniük egymással, és ez a közös érték egyben a 
derivált értéke az ro helyen. Az f/(x0) £ 0 és f(x0) 2 0 egyidejűleg csak az 


f (10) sú 











esetben teljesül. 





9.5.2. Tétel (Rolle-féle középértéktétel) 
Ha az f : R — R függvény folytonos a zárt la, b] intervallumon, differen- 
ciálható az (a,b) nyílt intervallumon és f(a) — f(b), akkor létezik az (a, b) 
intervallumon legalább egy olyan € hely, ahol 


TŰ. 
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Bizonyítás: 
A Weierstrass-féle tétel szerint zárt intervallumon folytonos függvény 
ugyanitt korlátos és felveszi maximumát és minimumát. lehát léteznek olyan 
k és K valós számok, valamint x1 € la, b], x2 e la, b] helyek, amelyekre: 

k:— inf f(r)— fla) és K:— sup f(x) — f(22). 

zela,b] xela,b] 

Ha mindkét értéket az intervallum a és b végpontjaiban is felveszi, akkor az 
f(a) — f(b) feltétel miatt a maximális és minimális érték megegyezik, ami 
azt jelenti, hogy a függvény az intervallumon konstans. Ekkor az állítás igaz. 
Tegyük fel, hogy a maximum és a minimum értékek közül legalább az egyiket 
nem az intervallum végpontjában veszi fel a függvény. Legyen ez az infimum 
pont x1. Ekkor x1-nek van olyan környezete, melynek pontjaiban: 


f(x) S f(2). 


Így a 9.5.1. Tétel szerint f/(x1) — 0. Hasonlóan x2 esetén, ha f(x2) 3 f(x) 
az 12 valamely környezetében, akkor f(x2) — 0. 














9.5.3. Megjegyzés (A Rolle-féle középértéktétel jelentése) 

Ha teljesülnek a tétel feltételei, akkor a függvény görbéjének az (a,b) in- 
tervallumban van olyan pontja, ahol vízszintes az érintő és párhuzamos a 
függvénygörbe végpontjait összekötő szelővel. 


9.5.4. Példa 
Vizsgáljuk meg, hogy alkalmazható-e Rolle-tétele az f(r) — x? — 27 — 3 
függvényre a [—1,3] intervallumon! Ha igen, határozzuk meg a tételben 
szereplő €-t! 


Megoldás: 
Az f(x) függvény nyilvánvalóan mindenhol differenciálható és IR-en folytonos. 
Továbbá 





f(—-1)— 168) —0, 
tehát alkalmazhatjuk Rolle-tételét. 
f(2) — 21 — 2, 
azaz 
tehát 


§7 1, 
és 1 € (—1,3). 
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9.3. ábra 


9.5.5. Tétel (Lagrange-féle középértéktétel) 

Ha az f : RG R függvény folytonos a zárt [a,b] intervallumon, differen- 
ciálható az (a,b) nyílt intervallumon, akkor az (a,b) intervallumon létezik 
legalább egy olyan € hely, hogy 


st ES [25 
vagy 
f(0)— f(a) — f(€(b— a) 
Bizonyítás: 


Egy alkalmasan választott segédfüggvény segítségével a tételt a 9.5.2. Tételre 
vezetjük vissza. Legyen 


109—- fla) 
b — a 


amely folytonos az [a,b] intervallumon és differenciálható az (a, b)-n. Ezen 
kívül az F függvényre teljesül még, hogy 


F(a)— f(a) és F(b)— f(b)— f(b) 4 f(a) — fla) — F(a). 
Ezért a Rolle-féle középértéktétel szerint létezik olyan € € (a, b) hely, ahol 
F(€) 0, 


(z — a), 


F(x) — f(x) — 
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pg E at 
tehát 5 


9.5.6. Megjegyzés (A Lagrange-féle középértéktétel jelentése) 
A függvény görbéjének van olyan € € (a,b) pontja, amelyhez húzott érintő 
párhuzamos az (a, f(a)) és (b, f(b)) végpontokat összekötő húrral. 





9.4. ábra 


9.5.7. Példa 


3 
Vizsgáljuk meg, hogy alkalmazható-e Lagrange-tétele az f(xr) — szökli Ki 
ké já — 
függvényre az [1,3] intervallumon! Ha igen, határozzuk meg a tételben sze- 


replő €-t! 





Megoldás: 
Könnyen látható, hogy az f(x) függvény differenciálható a megadott inter- 
vallumon és 


—T7 
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Továbbá ú 
feji ési. 1 
3—1 2 37 
és 7 7 
(8 — ———-- 5 savas 
M0- ggg 8 (643, 
azaz 
€12—41 V3. 
€j1 — 44-43 5 3, tehát €s nem belső pontja a vizsgált intervallumnak. Viszont 
éssiogs EÜ] 


A 9.4. ábrán látható, hogy a függvény P(€, f(€)) pontjához húzott érintő 
párhuzamos az A(1, f(1)) és B(3, /(3)) pontokat összekötő húrral. 


9.5.8. Tétel (Cauchy-féle középértéktétel) 
Haazf: Ra R és g: R — R függvények folytonosak a zárt la, b] in- 
tervallumon, differenciálhatóak az (a,b) nyílt intervallumon és a g függvény 
deriváltja az (a, b) intervallumon sehol sem zérus, akkor az (a,b) intervallu- 
mon létezik legalább egy olyan € hely, ahol 

f(8)  f0)— fla) 


g(9) 90) —9(a) 























Bizonyítás: 
Vezessük be a következő segédfüggvényt: 
Hi . 10)9— f(a) 
F(z)— f(2) ált) sal (g9(z) — 9(a)). 


A g(b) — g(a) A 0 összefüggés teljesül, mert g(a) — g(b) esetén a g függvény 
eleget tenne a Rolle-tétel feltételeinek és így ellentmondásba kerülnénk a 
g(x) A 0 feltétellel. 
Az F függvény differenciálható (a, b)-n és 

F(a)— f(a) illetve F(b)— f(b)— f(b) 4 f(a) — f(a) — F(a). 


A Rolle-tétel értelmében létezik olyan €£ € (a,b) hely, ahol 


F(£) 0, 
P(D-r0- TD 910 -0, 
így 
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9.5.9. Megjegyzés 
Nyilvánvaló, hogy g(z) — ax esetén a Cauchy-féle középértéktételből a 
Lagrange-féle középértéktétel adódik. 


9.6 DIFFERENCIÁLHATÓ FÜGGVÉNYEK MONOTONITÁSA 


9.6.1. "Tétel (a monotonitás elégséges feltétele differenciálható 
függvényekre) 

Ha az f : RG R függvény az (a, b) intervallumon differenciálható és minden 
x € (a, b) esetén f(x) 2 0, akkor f az (a, b) intervallumon monoton növekvő; 
illetve ha minden x € (a, b) esetén f(x) £ 0, akkor f az (a,b) intervallumon 
monoton csökkenő. 











Bizonyítás: 

Tekintsük az f/(z) 2 0 esetet. A differenciálhatóságból következik az (a, b)- 
beli folytonosság. 

Legyen a € xi a x2 C b. Ekkor az [11, 12] intervallumon az f függvény tel- 
jesíti a Lagrange-tétel (9.5.5. Tétel) feltételeit, azaz létezik olyan € € (21, x2), 
amelyre 


J(x2) — f(x) 


e zr0. 
A feltétel szerint f"(€) 2 0 is teljesül, ezért 
f(x2) — f(z1) 56 Ű, 
72 —T1 
azaz 
f(x2) — f(am) 20, 
vagyis 


J(22) 2 f(x). 


Tehát f valóban növekvő az (a,b) intervallumon. Hasonlóan bizonyítható, 
hogy ha f(x) £ 0, akkor f monoton csökken az (a, b) intervallumon. 














9.6.2. Tétel (a szigorú monotonitás elégséges feltétele differenciál- 
ható függvényekre) 

Ha az f : RG R függvény az (a, b) intervallumon differenciálható és minden 
x € (a, b) esetén f(x) 5 0, akkor f az (a,b) intervallumon szigorúan mono- 
ton növekvő; illetve ha minden x € (a,b) esetén f(x) c 0, akkor f az (a, b) 
intervallumon szigorúan monoton csökkenő. 
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Bizonyítás: 
Hasonló, mint a 9.6.1. Tétel esetén. 














9.6.3. Példa 
Vizsgáljuk meg monotonitás szempontjából az 


f:R—-R, f(2)— 4145 


függvényt! 
Megoldás: 
f(3) — 45 0, tehát az f(x) függvény szigorúan monoton növekvő R-en. 
9.6.4. Példa 
Vizsgáljuk meg monotonitás szempontjából a 
g : R — [-/r, 7], g(r) — —2arctga 

függvényt! 
Megoldás: 

—2 
g (1) — TETTÁS 0, tehát a g(r) függvény szigorúan monoton csökkenő R-en. 

71 





9.5. ábra 
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9.6.5. Példa új 
Keressük meg az f(r) — di — 63? - 162 függvény szigorúan monoton sza- 
kaszait! 
Megoldás: 
Számítsuk ki f/(T)-et! 
f(z2) —23"— 12716 
Keressük meg a kapott polinom zérushelyeit! 


12-£V144—128 1244 
4 4 





TD12 — 

Azaz 
bj 4 és ug E 2: 
Vizsgáljuk f(x) előjelét! Készítsünk táblázatot! 














jő za 2 újat 2cm7c4 je ma 
f(x) - 0 — 0 - 
f(x) szig. mon. nő szig. mon. csökken szig. mon. nő 


A függvény grafikonja: 





9.6. ábra 
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9.6.6. Tétel (elégséges feltétel, hogy egy függvény konstans legyen) 
Ha az f : RG R függvény az (a, b) intervallumon differenciálható és minden 
x € (a, b) esetén f (2) — 0, akkor f az (a,b) intervallumon konstans. 











Bizonyítás: 
Az f (zt) — 0 egyenlőségből következően az (a, b) intervallumon 


fíz20 és f(2)S0 


egyidejűleg fennáll. A monotonitást biztosító 9.6.1. Tétel szerint bármely 
Tx1, ra € (a,b), a c xi C x2 c b pontokra 


J(x2) 2 f(x) és Jf(x2) S f(x) 


is fennáll. Ez csak akkor lehetséges, ha 





fla) —f(f29—c cER. 
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10.1 AZ ÉRINTŐ ÉS NORMÁLIS EGYENLETE 


Használjuk fel azt az ismert tényt, hogy a Rd(xo,yo) ponton átmenő m 
iránytangensű egyenes egyenlete: 


y — yo — m(z — 90). 


Mivel az érintő esetén az iránytangens m — f"(x0), ezért az y — f(T) egyen- 
letű görbe Fo(xo, vo) pontjához tartozó érintőjének egyenlete: 


y— yo — f(T0)(z — 10). 


A Po(1o, yo) pontbeli normális egyenes merőleges az érintőre és iránytangense 





az érintő iránytangensének negatív reciproka, azaz sátán Így a normális 
egyenlete: 
1 
y7 Vo — T(x) : (7 — 29). 
10.1.1. Példa 36 
Határozza meg az f(r) — — hiperbolához az zg — 3 abszcisszájú pont- 


Tv 
ban húzott érintő és a koordinátatengelyek által meghatározott háromszog 
területét! 


Megoldás: 


Számítsuk ki yo-t! 
36 


0 — f(x)— 18-55-12. 








36 
Az érintő tehát az f(z) — — hiperbola P(3,12) pontjához tartozik. 
Számítsuk ki f(2)-et! 


36 
f (1) — sz 
Ekkor 36 
f(3)— f(8)— g 7 sk 


Az érintő egyenlete: 
y — —4(x — 3) 4 12, 


azaz 
y — —47 1 24. 


36 
Vázoljuk az f(xrx) — — hiperbolát és a P(3, 12) ponthoz tartozó érintőt! 
7 1 
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10.1. ábra 


A háromszög területe tehát: 


24:6 
MASZAT B 


10.1.2. Példa 
Határozza meg, hogy mely pontokban lesz az f(x) — In(x? -- 16) függvény 





normálisa párhuzamos az y — —5x -- 1 egyenessel! 
Megoldás: 
Számítsuk ki f/(r)-et! 
Z 
7 E 
Tegyük fel, hogy az To abszcisszájú pont teljesíti a feltételeket. Ekkor 
2 
1 melt 0 
f(20—-zTTt6 
Mivel a keresett pont(ok)hoz tartozó normális párhuzamos az y — —5x 3-1 
egyenessel, így 
1 29416 
f(0) 210 I 


azaz 
39 — 1079 - 16 — 0. 
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A kapott másodfokú egyenlet gyökei: 
T1 — 2 19 — 8. 
A keresett pontok: 
P.(2, ln 20) P:(8, ln 80). 
10.2  IAYLOR-POLINOM 


10.2.1. Definíció (n-ed fokú Taylor-polinom) 
Az xo helyen legalább n-szer differenciálható f : R — R függvény zo helyhez 
tartozó n-ed fokú Taylor-polinomjának nevezzük a 


f (10) 
1! 











k 


Tn(z) — f(20)4 





(2— 0) 4... 








(1— To) 


f00(z0) n.o f9(xo) 

aa ságú áz Ba 
k—0 

n-ed fokú polinomot. 


10.2.2. Megjegyzés 
Ha ro — 0, akkor a Taylor-polinomot Maclaurin-polinomnak nevezzük. 


f (0) TON az ZO] 
1] E NZÁLNEE Tai e ki 5. 








Mn(z) — f(0) —- 


10.2.3. Megjegyzés 

Brooke Taylor (1685-1731) angol matematikus formulát fedezett fel a 
függvények hatványsorba való fejtésére. Foglalkozott a rezgő húrok elmé- 
letével is. Colin Maclaurin (1698-1746) a XVIII. század egyik legkiválóbb 
angol matematikusa. Az edinburghi egyetem matematika professzora volt. 
Ismerte Newtont és átvette matematikai elgondolásait. Több felfedezést tett 
a síkgörbéket tanulmányozva, sok tétellel gazdagította az ábrázoló geometriát 
is. 


10.2.4. Megjegyzés 

A deriválási szabályok alapján nyilvánvaló, hogy az f függvény és az f 
függvény n-ed fokú Taylor-polinomjának a deriváltjai az ro helyen rendre 
megegyeznek: 


Tiayeitk Tizger ta 4 Tagi 


Természetesen nem igaz, hogy tetszőleges z € Dr esetén T(x) — f(x) tel- 
jesül. Viszont, ha z c D; beleesik zo bizonyos környezetébe, azaz x "elég 
közel" van xro-hoz, akkor az n-ed fokú Taylor-polinom 7(1) értéke jól közelíti 
az f(x) függvényértéket. 
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10.2.5. Tétel ( Taylor-formula) 

Tegyük fel, hogy az f : R— R függvény az xo hely valamely [79 — ő, xo -- 6] 
környezetében n-szer folytonosan differenciálható, illetve az (To — ó, To 4 6) 
nyílt intervallumon (n1-1)-szer differenciálható. EkkorV x € (9—ő, To tó) 
esetén található olyan € € (To — ő, To 1-6) hely, hogy: 











k Fdüöelé3 nadél 
ü fee) 
Rnsa(7) ja (n E? 1)! (7 13 1719 dás 


kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezzük. 
Bizonyítás: 
Ismét alkalmazzuk a, Rolle-féle középértéktételt (9.5.2. Tétel), ezért áttérünk 


az ott használt jelölésekre. Legyen ro — a és z — b. Ha a - b, akkor 
egyértelműen meghatározható egy valós c szám úgy, hogy 


f(0 —T,(b)—c-(b—aj§. 
Az a feladatunk, hogy igazoljuk, hogy 


(fe) 
(n- 1)! 


Vezessük be az 
Figyi -T le) ele — aj 
segédfüggvényt, amelyre igazak a következők: 
jödyetiad EEG lest 


miatt 


Továbbá a fentiek miatt 
F(b) 0. 


Az F(a) — F(b) egyenlőség miatt az F függvényre teljesülnek a Rolle-tétel 
feltételei, ezért létezik olyan €1 € (a, b), melyre 


F(€) c; 
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Mivel F"(a) — F"(€1) — 0, ezért alkalmazható a Rolle-tétel az [a, €1] interval- 
lumon az F"(x) függvényre, azaz létezik olyan £2 € (a, €1) hely, melyre 


F"(éo) — 0. 


Ezt az eljárást folytatva az n-edik lépésben azt kapjuk, hogy létezik €/ € 
(a, §n—1) hely, ahol 

FPCO(€£n) — 0. 
Mivel FC (a) — FV(é,) — 0, így még egyszer alkalmazhatjuk a Rolle-tételt, 
amelynek alapján létezik € € (a, €.), amelyre 


F(1) (É) — 0. 


Az F(x) segédfüggvény definiáló egyenlőségéből és az előző eredményből 
kapjuk, hogy 


FerV(g) — fg) —0—c-(n411—0, 


azaz 
f ködöt 


KETEVES 











amit bizonyítani akartunk. 





10.2.6. Példa 
Az f(a) — e" függvény xg — 0-beli n-ed rendű Taylor- (Maclaurin-) poli- 
nomja: 
57 allt 7 
T(z)—lázkoj taj te 


A g(2) —sinz függvény zo — 0-beli Taylor-polinomja: 





ny 


xr3 Tr 4; xr2kr1 
Torka (2) I TT — 3] T 5] Tség (—1) PERDV 





A h(2) — In: függvény x9 — 1-beli n-ed rendű Taylor-polinomja: 


6-1 
1! 





ézámsals E ús (rja 


T.(2) —(1—1) — 5 MET 


10.2.7. Példa Fe 
Határozzuk meg az f(x) — sin z ötödfokú Taylor-polinomját az To — 2 pont 


körül! 
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Megoldás: 
2 
Ha f(x) — sinz, akkor f Ú) — sin ú) - ij Továbbá: 


valamint 


mig TT V2 
ET stee 


és ez a négy érték ismétlődik a továbbiakban.  Iehát a keresett Taylor- 
polinom: 








10.2.8. Példa 
Határozzuk meg az f(x) — tgz ötödfokú Maclaurin-polinomját! 














Megoldás: 
Most f(x) — tgxz és f(0) — tg0 — 0. Ekkor 
[4 1 " 2tgr " 1 2 4 
ki - 59 9t 2t 
2 —z T09— ZT 2 (azt ttebn e tele ) , 
at 
fg) - —Z (24 3tg2g), 
cos g 
és jöEb 
t 
fg - SSE 148214 3te2a) - xaéz 4 ater ) 
cosíg cosi mr 
Így 


f(0—1, f/(09—0, f/(0—2, f0(0-—0, f0(0)— 16. 


1 2 
M;(2) Sa 37 - mt 
10.2.9. Megjegyzés 
A Taylor-formula lehetőséget ad arra, hogy a függvényeket első, másod, har- 
mad, . . .n-ed fokú polinomfüggvényekkel közelítsük. Tekintsük az 


f(2) —sina 
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függvény xo — 0-beli n — 1, 3, 5, 7, 9 és 11-ed rendű Taylor-polinomjait: 














Tied 

13(2)— I — s — T — 523, 

T(2)-2-5 15 — ag 

FEK ezése 5; ti ti Ni 5 HG 57 j ag Ni ő 

MEA ELJESE a ú Tk Ni Tá j ZETT 

Tu(2) — z— 57 j j Ni 7 j 362885 "39 716 8007 


A 10.2 ábrán a sinz függvény xg — 0 helyhez tartozó Taylor-polinomjai 
láthatóak (n — 1, 3, 5, 7, 9, 11). A 11-ed fokú Taylor-polinom a szi- 
nuszfüggvénynek már több, mint egy teljes periódusát előállítja. Végtelen 
határátmenetben a Taylor-polinom egybeesik a szinuszfüggvénnyel. 


T109 
u IT7(x Tb) 


f(x)-sinx 








10.2. ábra 
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10.3 A BERNOULLI-L HOSPITAL SZABÁLY 


Gyakran adódnak problémák, amikor két olyan függvény hányadosának a 
határértékét kell meghatározni, ahol a számlálóban és a nevezőben lévő 
függvény is nullához tart az adott pontban. 


10.3.1. Tétel (Bernoulli-L"Hospital szabály) 

Legyenek az f:ReÖ R ésg:R-c R olyan egyváltozós függvények, amelyek 
értelmezve vannak az xg hely valamely [xg — ő, xg 3 ó] környezetében, kivéve 
esetleg az xo pontot, továbbá 




















lim f(x) — lim g(z) — 0, 


rTOTxo roTxo 


valamint 

9(z) A 9(x0), ha 37 To. 
Ha f és g differenciálható az [79 — ő, xo -k ő] intervallumon és g(x) Á 0 
bármely x € [79 — ő, zo - ó]l-re, akkor 


lim —— — lim fe) 
z—zog(r) — 1-zog(1) 





a 


ha a jobb oldalon álló határérték létezik. 


Bizonyítás: 
Az f és g differenciálható az [9 — ó, 19 -- ó] intervallumon, ezért folytonos is. 
Megjegyezzük, hogy ha az xg helyen f vagy g, vagy mindkét függvény nem 
folytonos, akkor az 
f(xo) — lim f(z)— 0 illetve 9g(x9):— limg(z)—0 
rox 1—I0 


megválasztásával ro-ban is folytonossá tehetők. 
A Cauchy-féle középértéktétel (9.5.8. Tétel) alapján: 


fa f(-frd FO a 


€ E (T0— ő, To ő). 





9(2) — 9(2)—9(z0) 909 


Mindkét oldal határértékét véve x — 29 és így € — To esetén: 


TEN 7 6 e gi FE 


JIk s SEL — um 
z—zog(m)  €—rzog(§)  r—rog(2) 








a 











ha a jobb oldalon álló határérték létezik. 
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10.3.2. Megjegyzés 
0 
A fenti határértéket 6) típusú határértéknek is mondják. A L Hospital 


szabály akkor is érvényes, ha 


lim f(x) — lim g(z) — too. 
rox rox 
Ilyenkor (3) típusú határértékről beszélünk. A tétel akkor is alkalmazható, 
00 
ha To — -4oo vagy To — —oo0o. A (0 : 00), (co — 00), (09), (o09) és (1"9) 
típusú határozatlan alakok visszavezethetők a T vagy (E) határozatlan 
00 
alakokra. 


10.3.3. Példa : 

Számítsuk ki a lim——  — határértéket! 
2o2 ml 

Megoldás: 

A számlálóban és a nevezőben lévő függvények differenciálhatók az xg — 


la 


pont környezetében és g(r) — —1 - 0 ebben a környezetben. Továbbá az 


f(2) —1— sing és g(z) — AI — x helyettesítési értéke nullával egyenlő az 











ME 5 helyen. Tehát teljesülnek a L"Hospital szabály feltételei, ezért 
ess sing l 6) — lm — ST 0 sag 
toZ Tr raz —-1 —1 
2 
10.3.4. Példa i ; 
Számítsuk ki a lim— EZ — gsalim St határértékeket! 
16007 — 2cos3r 760 


Megoldás: 


. sing 0 . (sin gr)" . cos T 
e lim s — lim— —— —— — 1lim———— — 1; 
16007 — 2c0s531T 0 1—0(7—2cos321) — :—-01-6sin32 











ő 1 
KET 1 
e lim A00ESE — § s fg ETET — limit ; 
ro0 32 0 760 (3xy r60 3 3 
10.3.5. Példa 


1 
Számítsuk ki a lim és a lim határértékeket! 
rooolnor ro e7—1 


2 
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Megoldás: 
. b 00 . (z) . 1 . 
. Festett lIn5T 00 Fsarésől (In 51) Fősevtátó He" .5 Piszkos 99 





. 252—1 00 . (272—1y . 4x 00 
e lim al ) — im 5— rim Z- (8) - 
200 ez7—-1 Too (ez - 1)" rooo e? 





6 e) 00 
49) 4 
sz hg 7) — lim — — 0. 
1600 (ez) 2500 e? 


10.3.6. Megjegyzés 


0 
Visszavezetés 5) vagy (5) határozatlan alakokra: 
00 


0 
a) Ha lim f(x) : g(z) — (0- 00), akkor f - g — 48 átalakítással 6) típusú, 





roxo ksd 
ús g 
illetve f - g — T átalakítással (3) típusú határértéket kapunk. 
00 
J 
1 1 
19 
b) Ha lim [f(2) 4 g(z)] — (co — 00), akkor az f -- g — 1 7 azonosság 
Tr oOxr0 
Az daddy B JT 4 
szerinti átalakítás alkalmazható. 
090 
c) Ha lim [f(x] — § o09 , akkor az 
rox 109 


[f(a)j9e — e9(T)-.n f(2) 


azonosságot alkalmazzuk és kihasználjuk, hogy az exponenciális 
függvény folytonossága miatt: 


lim ey) — gate. 
2cXx0 
10.3.7. Példa 
Számítsuk ki az alábbi határértékeket! 
a) lim xln a; 


ro0 


10.3 
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b) lim, 2xctg32; 


d) 


e) 





1 1 
) a ) 
xa0iT e7—1 


lim Tr TFIOTKZ m: 
ro0 


lim (e? hrsz; 


1—-oo 





2x 
f)  lim ( - 5) ; 
T—o-koo 3 fi 
Megoldás: 
; lnx 00 : 
a) lim rlngx — (0 - 00) — Helga - e ar LES MÉ - lim(—r) — 0; 
2 0 ; 2 2 
b) lim 2actg37 — (0 : 00) — CUT ET (6) z HE CIEE HEG ezi 


c) 


e) 








; 1 1 ( )— li e7—1—g 0 
im [ —— sz — slim — sz 
rootlrT ez—1 sss 60 x(ez — 1) 0 


. e7—1 . es 1 
lim e. — lim szi 
2—0e€7—1- greT 0 1007 $eztiger 2 








2 
In x 1--10ln z 





2 21 lim 22. 
lim ririomz — (09) — lim e — lim etfiomz — ezSoit0lnz 
r60 160 T60 


Vizsgáljuk a kitevőben lévő határértéket! 











. 2]lnx 00 z 1 
lim s s him 10 s 
21001--10lnr 00 100 5 
Tehát: 

lim laz 1 

lim JTETŐTET Z — ezSoirt0lnz — e5 — fe; 
lim e; 

. 1 : egi im (e7-ta) 

lim (e? 3 r)7 — (009) — lim eltért — erte? 
T1—-14-oo T1—-4-oo 
Vizsgáljuk a kitevőben lévő határértéket! 

1 x 

. — In(e24g 00 . —— "(e73-1) .  e741 
lim ( ) — ( ) — lim EE —  — — lim — 
1—-hoo Ü GÖ 1—a-oo 1 ro-tooeT --gx 
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 ENTTAás -(5)- lni Sci 
ro-tooeT 1 00 r—-ooeT 


Azaz: 
8 1In(e7 ta) 
§ a lim 
lim (e?tg)jz—erete "7" e! — e; 
T—t-oo 


26 § 
f£)  lim ( mr 5) — (19) — lim AT ag sző adat tl 
x 


Tr o-too T—-f-oo 


Vizsgáljuk a kitevőben lévő határértéket! 


Hm 22. (145) — 0-0 — lim TT - (5) - 
To -boo 4 3 £— too 37 0K 











-- 
lim ] 1 — lim FENE úti 6 
1—too : ndi FETAKES tj 
2 72 
Tehát: 


3 98 im 22-In 522 
lim ( "It 5) — e fezsz tál (15) — ef. 
4 b 


2—r-t-oo 


10.4 TELJES FÜGGVÉNYVIZSGÁLAT 


A differenciálszámítás segítségével a differenciálható függvények szélsőértékei 
(maximum, minimum) viszonylag egyszerűen megállapíthatók. 


10.4.1. Tétel (szükséges feltétel a lokális szélsőérték létezésére) 
Ha az xo helyen differenciálható f : R — R függvénynek az xo e D; helyen 


déd 


lokális szélsőértéke (maximuma vagy minimuma) van, akkor szükségképpen: 











f(x) s 
Bizonyítás: 
Tekintsük azt az esetet, amikor az To pontban a függvénynek lokális max- 
imuma van, azaz létezik xo-nak olyan Ks(ro) — (To — ő 10946) C D; 


környezete, hogy 
f(2) S f(20) 
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teljesül bármely z e K;(xo) esetén. 
Ha 2 - To, akkor 


TET WE0] reg 
sg METETEE zetét 


TOTÓ bi előszas Lo 
Ha viszont zT C xo, akkor 


TT sg 
fing ETtel eg; 


TDoOI0 17 So 
Innen pedig az következik, hogy 


f (10) — 0. 


Lokális minimum esetén a bizonyítás hasonló. 














10.4.2. Megjegyzés 
A 10.4.1. Tételből következik, hogy szélsőértéke egy függvénynek csak ott 
lehet, ahol az első derivált nulla. 


10.4.3. Definíció (stacionárius hely) 
Az f(x) — 0 egyenlet gyökeit az f függvény stacionárius helyeinek nevezzük. 


10.4.4. Megjegyzés 
Szélsőérték csak stacionárius helyen lehet. 


10.4.5. Tétel (szélsőérték meghatározása az első derivált előjelvál- 
tásának vizsgálatával) 

Tegyük fel, hogy az f : R — R függvény differenciálható, az ro € Dr sta- 
cionárius hely (f(x0) — 0) valamely (29 — ó, To 3 6) környezetben. Ha az 
f(x) deriváltfüggvény az xo helyen előjelet vált, akkor az f függvénynek az 
xo helyen lokális szélsőértéke van. 

Ha x — x9 esetén f(2) 30 és T 5 x9 esetén f(x) c 0, akkor f-nek lokális 
marimuma van xg-ban. Fordított esetben pedig lokális minimuma. 











Bizonyítás: 
Az f(x) 5 0, z c To egyenlőtlenség azt jelenti, hogy az f függvény az 
(9 — Óó, To) intervallumon szigorúan növekedő. Az f(x) c 0, z 5 To 
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egyenlőtlenségből következik, hogy f az (To, To 4 6) intervallumon pedig 
szigorúan csökkenő. Tehát f-nek az ro helyen valóban lokális maximuma 
van. Hasonlóképpen bizonyítható a lokális minimum esete is. 














10.4.6. Tétel (a szélsőérték vizsgálata magasabbrendű deriváltakkal) 
Ha az f : R — R függvény az x9 stacionárius hely (To — Óó, To 4 6) 
környezetében legalább 2n-szer (n 2 1) folytonosan differenciálható és 


finger ttgesszi igy et, 











továbbá 
Tie) eb, 


akkor az xo helyen lokális minimuma van az f függvénynek, ha 
rem (70) a 0, 


akkor az xo helyen lokális maximuma, van. 

Speciálisan n — 1 esetén, ha f(x9) — 0 és f"(x0) 5 0, akkor a függvénynek 
lokális minimuma van az xg helyen. Ha pedig f(x) — 0 és f"(29) c 0, akkor 
JT-nek lokális marimuma van xg-ban. 


Bizonyítás: 
Írjuk fel a függvény ro helyhez tartozó (2n — 1)-ed fokú Taylor-polinomját a 
Lagrange-féle maradéktaggal együtt: 


f (10) jég) 
1] On! 


Jé 
(2n)! 








J(z) — f(x) (7—gg)-E...-k (2—gg) mk (2—ao)" 


, 


amelyből a tétel feltételei miatt következik, hogy 


TEAT 
(2n)! 


Az (70 — ő, To 4 6) környezet megfelelő megválasztásával biztosítható, hogy 
I29(€) és fÉ"(zo) előjele megegyezzen. Tehát az utóbbi formulában az 
JE9(x0) derivált előjele dönti el, hogy az (xo — ő, xo -- ő) környezetében 
a lokális minimumot kifejező f(x) 5 f(xo), illetve a lokális maximumot 
meghatározó f(r) Ca f(xro) egyenlőtlenségek közül melyik teljesül. 

(Az (z — 39)" tényező a kitevő párossága miatt z £ To esetén pozitív.) 


(z — x9)" 


f(2) — f(x) 

















10.4.7. Megjegyzés 
A lokális szélsőértékek a monotonitási szakaszokat választják el egymástól. 
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10.4.8. Definíció (lokális konvexitás és konkavitás) 

Az f : R— R függvényt az xg helyen lokálisan konvexnek, illetve lokálisan 
konkávnak nevezzük, ha létezik az xg helynek olyan (To —ő, 19 1-6) környezete, 
melyben a függvény grafikonja az xo helyhez tartozó érintő egyenes fölött, 
illetve alatta halad. 


10.4.9. Példa 

Az f(a) — 2? — 2 függvény az zo — 1 helyen lokálisan konvex. A függvény 
grafikonját lila színnel, az ro — 1 pontbeli érintőt pedig zöld színnel vázoltuk. 
Az f(a2) — 1? — z függvény az xi — —1 helyen lokálisan konkáv. Az xi — —1 
abszcisszájú ponthoz húzott érintőt kék színnel jelöltük. 





10.3. ábra 


10.4.10. Definíció (inflexiós pont) 

Ha az f : RG R függvény grafikonjának van az xo helyhez tartozó érintője, 
amely a Po (xo, f(x0)) pontban át is metszi a függvény grafikonját, akkor a 
Pp pontot a görbe inflexiós pontjának, az érintőt pedig inflexiós érintőnek 
nevezzük. (Lásd: 10.93. ábra) 


10.4.11. Tétel (lokális konvexitás ill. konkavitás vizsgálat magasabb- 
rendű deriváltakkal) 

Ha az f:R— R függvény az 29 hely (To — ő, To 3 ő) környezetében legalább 
2n-szer (n 5 1) folytonosan differenciálható és 


Faye ese j get, 
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továbbá 
Tévé sű, 


akkor az xo helyen az f függvény lokálisan konvex, ellenben ha 
f(x) c0, 

akkor az xo helyen az f függvény lokálisan konkáv. 

Bizonyítás: 


Vizsgáljuk az f függvény 2xg helyhez tartozó (2n — 1)-ed fokú Taylor- 
polinomját a Lagrange-féle maradéktaggal együtt: 
fer ő) 


(d ro) ezése "en-Dr — mo)! s 


IE) 
(2n)! 


(z0) 
1! 


(5— 20) 4 vé (z— zo) 27, 


fsciegsi 





A tétel feltétele szerint 
I" (0) .—. I" (20) Em Té (gg) — 0, 


így szá 
Jee (2n) 
On (za — mg) 
Ez utóbbi egyenlőség jobb oldalának első két tagja az f függvény xo helyhez 
tartozó 





I(2) — f(x) — f(x) : (z— To) — 


y — f(x) 4 f(z0)(z — 20) 


érintő egyenes jobb oldala. Így az fé9(xo) kifejezés előjele dönti el, hogy a 
függvény görbéje az ro környezetében érintője fölött vagy alatta halad. 














10.4.12. Következmény 
Speciálisan, ha, 
I" (10) 2 0, 


akkor az xo pontban az f függvény lokálisan konvex, ha, pedig 
f (20) ke 0, 
akkor az xo pontban az f függvény lokálisan konkáv. 


10.4.13. Példa 
Vizsgáljuk meg konvexitás szempontjából az f(x) — 31? 1 4x 1-5 függvényt! 
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Megoldás: 
Határozzuk meg f"(x)-et és f/(x)-et! 


f(r) — 6-4, f(ajeb. 


Mivel 
f(3)—650 VrER, 





így f(x) konvex R-en. 


10.4.14. Tétel (inflexiós pont meghatározása magasabbrendű de- 
riváltakkal) 

Ha az f :R— R függvény az xo hely (xo — ő, To 1- 6) környezetében legalább 
(2n -- 1)-szer folytonosan differenciálható és 


Fan ei tag ez jő Mage 











valamint 

jeg ze, 
akkor xo az f függvény inflexiós pontja. 
Speciálisan, han — 1, akkor 


f (39) 70 és f" "(29 £0 
esetén xog inflexiós pont. 


Bizonyítás: 
Induljunk ki az f függvény zo pontbeli 2n-ed fokú Taylor-polinomjából: 








I(x H"(x (2n) (x (2n--1) 
M-T ED aga ED e az e s e (e —m0 er, 
A tétel feltétele szerint: 
f(x) ne f"(xo) si sg jézés FE(x9) s 0, 
1 (0) ü z Hakk) 6) 
ke f (zo  ESlÉi (2n--1) 


A függvény grafikonja és 1o-pontbeli 37ANMÁR tsgánldhaz viszonyított 
helyzetét vizsgálva könnyű észrevenni, hogy az 


pert (e) 
(2n- 1)! 
kifejezés az ro helyen a (2n3-1) kitevő páratlansága miatt előjelet vált, ezért 


a függvény grafikonja attól függően halad az érintő fölött vagy alatt, hogy 
z Ca 29 vagy 25 29. 


(a e x9) (2n-7-1) 
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10.4.15. Megjegyzés 
Hasonlóképpen, mint a szélsőérték meghatározásánál, a második derivált 
előjelváltozásának vizsgálatával el tudjuk dönteni, hogy az 


f" (29) 2 0 


szükséges feltétel teljesülése mellett ro inflexiós pont-e vagy sem. Ha f" az 
xo helyen előjelet vált, akkor x9 inflexiós pont. 


10.4.16. Megjegyzés 
Az f : RG R függvény teljes vizsgálatát a következő lépésekben célszerű 
elvégezni: 











1. A D; értelmezési tartomány megállapítása, a zérushelyek meghatáro- 
zása az f(r) — 0 egyenlet gyökeinek felírásával. 


2. Az f függvény párosságának, páratlanságának és periodicitásának 
vizsgálata. 


3. A stacionárius helyek meghatározása az f" (ro) — 0 egyenlet gyökeinek 
kiszámításával. 


4. A szélsőértékek megállapítása. 
5. Monoton szakaszok keresése. 
6. Inflexiós helyek keresése az f"(T9) — 0 egyenlet megoldásával. 
7. Konvex és konkáv szakaszok szétválasztása. 
8. Az értelmezési tartomány határpontjaiban a határértékek kiszámítása. 
9. Folytonosságvizsgálat. 
10. A korlátosság eldöntése és az értékkészlet megállapítása. 
11. A függvény grafikonjának vázolása. 
10.4.17. Példa í 
Végezzünk teljes függvényvizsgálatot az f(r) — ——; függvényen, majd 


. 14-a 
vázoljuk a függvény grafikonját! 
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Megoldás: 
Dr —R. A függvénynek nincs zérushelye, mert f(x) — TEg A/0vVreER. 
z 
Az f függvény páros, mert 
1) 1 
f(2) a s Je 


"1422? 164(—2) 


A függvény grafikonja tehát az y-tengelyre szimmetrikus. 
Célszerű kiszámítani az első, a második és a harmadik deriváltat: 


22 312—1 2 — g? 
Vizsgáljuk az 
28 
/ E agg LETE 7 ee 


egyenletet! Könnyen látható, hogy az z — 0 helyen lehetséges szélsőérték. 
Mivel 


f"(0) — —2 c 0, 
így az z — 0 helyen van szélsőérték és az maximum. Azaz 


A monoton szakaszok megadásához vizsgáljuk az első derivált előjelét! 


—22 


f(x) — me 





A felírt tört nevezője vr € R esetén pozitív, így az első derivált előjelét a 
számláló előjele határozza meg: 


e Ha z C 0, akkor f(x) 5 0, azaz f monoton nő a —oo c z c 0 
intervallumban. 


e Ha z - 0, akkor f/(z) c 0, azaz f monoton csökken a 0 € T Ca 00 
intervallumban. 


Az inflexiós pont létezésének szükséges feltétele, hogy 


337—1 
"(3 —2. —  —0 
J (2) (1 Ha x2)3 
teljesüljön. Azaz 
1 
T1.2 — tk 


MB 
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helyeken lehet inflexió. Mivel 


(jen 


1 
így az 112 — t— helyeken van inflexió. 


Az inflexiós pontok koordinátái: 


0 e) 


A konvex és konkáv szakaszok megtalálásához vizsgáljuk a második derivált 
előjelét! Egyszerű számításokból adódik, hogy: 


e f/(r) 5 0, azaz a függvény konvex, ha 


1 1 
—oo CT gy CT ——— és — Ca g Ca 3oo; 
v3 3 
e f"(x) c 0, azaz a függvény konkáv, ha 


1 1 
Zid 


3 v3 
A függvény folytonos, 
I 
lim 7-0 
ro -tool -- xr2 
A függvény korlátos. Alsó korlátja például a 0, felső korlátja pedig 1. 
Ertékkészlete: Ry — (0, 1]. A függvény grafikonja: 
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10.4.18. Példa 
Végezzünk teljes függvényvizsgálatot az f(r) — Tr? :- ez függvényen, majd 
vázoljuk a függvény grafikonját! 


Megoldás: 
DF—R. 
Keressük meg a függvény zérushelyeit: 





f(a)— a? -e7—0 6 T2—0. 


A függvény nem páros és nem páratlan. Szakadási helye nincs. Számítsuk ki 
az első, a második és a harmadik deriváltat! 


f(a) — (a? 3 2a)ez;  f/(2) — (274434 2De; f"(a) — (x? 2 62 4 6)e" 


Vizsgáljuk az 
f(a2) — (x? 7 27)ez — 0 


egyenletet a stacionárius helyek meghatározásához! Látható, hogy az T1 — 0 
és az 12 — —2 helyeken lehetséges szélsőérték. Mivel 


Fi-250, 


így az x — 0 helyen van szélsőérték és ez minimum. Azaz 


Fmin — (0, 0); 
továbbá ú 
n" 
így az x2 — —2 helyen is van szélsőérték és ez maximum. Azaz 


Pmax - (—2,4e7?). 


A monotonitás megállapításához vizsgáljuk az első derivált előjelét! Mivel 
ez 5 0 Vr € R esetén, így az első derivált előjelét a (x? -- 27) kifejezés 
határozza meg. Tehát: 





e Ha x c —2 vagy 2 5 0, akkor f (2) 5 0, azaz f monoton nő. 
e Ha pedig —2 € Tr — 0, akkor f(r) c 0, azaz f monoton csökken. 


Az inflexiós pontok megadásához tekintsük az 


f (a) — (2? 4471 2Je7—0 
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egyenletet gyökeit: 
T1,2 — —2-t4 V2. 


Ezeken a helyeken lehet inflexió. Mivel 
j" (2 -k vV2) Hz 0, 


így az 112 — —2t V2 helyeken van inflexió. A konvex és konkáv sza- 
kaszok meghatározásához vizsgáljuk a második derivált előjelét! Egyszerű 
számításokkal igazolható, hogy: 


e f/(T) 5 0, azaz a függvény konvex, ha 
—oo € xy a —2—V2 és —24V2cga Too; 
e f"/(T) c 0, azaz a függvény konkáv, ha 


—2— V2 c x c —2 4 V2. 


Számítsuk ki az alábbi határértékeket! 


e lim x2e7? — --oo; 





3—r-f-00 
. 22 . a? 00 . 27 00 . 2 
e hm rez hm —-— ea[l—]za lim sf—Izs lm — cv. 
T——o0 To6—o00e-?T 00 rTO6—o00—e-? 00 71—6—o00e-? 


A függvény grafikonja: 





10.5. ábra 
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10.4.19. Példa ] 
Végezzünk teljes függvényvizsgálatot az f(r) — szin függvényen, majd 


VE 


vázoljuk a függvény grafikonját! 


Megoldás: 
Dr—(xrceRlr50)— Rt. Keressük meg a függvény zérushelyét: 








lna 
Va 


azaz a függvénynek egy zérushelye van: 





f(1) 


0 §- hmaz d 





.zdi 


A függvény nem páros és nem páratlan. Szakadási helye nincs. Számítsuk ki 
az első, a második deriváltat! 


rés 77 mr 9 ni — 8 
Vizsgáljuk az 
2-1 
Je) 


2rV/T 
egyenletet a stacionárius helyek meghatározásához! Könnyen látható, hogy 
az egyetlen stacionárius hely 


Mivel í 
nr 2 Ze 0 
T(e)-- gen 


így az Tr — ef helyen van szélsőérték és ez maximum. Azaz 


2 
Pmax — (e 2) . 
e 


A monotonitás megállapításához vizsgáljuk az első derivált előjelét! Mivel 
Dr — RT, így az első derivált előjelét a (2 — ln) kifejezés előjele határozza 
meg. Tehát: 





e Ha O c xz — e2, akkor f(r) 5 0, azaz f monoton nő. 


e Ha pedig xz 5 e2, akkor f(x) c 0, azaz f monoton csökken. 
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Az inflexiós pont megadásához tekintsük az 
3lnz — 8 
FE EZÉSE 
42 V/a 
egyenletet! Egy lehetséges inflexiós pont adódik az 
ÉRE 
helyen. A harmadik derivált segítségével ellenőrizhető, hogy itt valóban van 
inflexiós pont. Azaz 
8 
ú 3. Vet 
A konvex és konkáv szakaszok meghatározásához vizsgáljuk a második de- 
rivált előjelét! Könnyen látható, hogy: 
e f/(xr) 5 0, azaz a függvény konvex, ha xz 5 Ve8, 
e f/(x) c 0, azaz a függvény konkáv, ha x € 4e8. 


Számítsuk ki az alábbi határértékeket! 
Ji 


1 1 
(5) lim £ 0; 


rohool. 372 
2 





y 














10.6. ábra 
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11 VALÓS SZÁMSOROK 


11.1 KONVERGENCIA ÉS DIVERGENCIA 


A végtelen numerikus sorok a matematikai analízis egy igen szép és különböző 
alkalmazásokban szinte nélkülözhetetlen fejezetét alkotják. A végtelen valós 
számsort a végtelen valós számsorozat segítségével értelmezzük. 


11.1.1. Definíció (valós számsor) 
Legyen adott egy végtelen valós számsorozat: 





d1, 42, .... any... WwWElR, zeN. 


A számsorozat elemetből képzett végtelen sok tagból álló 





da Füst sss tg TF ését 


formális összeget, vagy a szumma jel felhasználásával rövidebben írva, az 
(11.1) d1tda2t...Fant ... EÜ 
n7-1 


kifejezést végtelen valós számsornak nevezzük. 
ÁZ a1, a2, ..., an, ... számok a végtelen sor tagjai, ahol an a sor n-edik tagja. 


11.1.2. Megjegyzés 
A (11.1) valós számsorban az összegzés kezdő indexe nem szükségképpen 1. 


A 
(11.2) Dam keZ 
n-k 


végtelen sok tagból álló összeg, ahol k bármilyen egész szám lehet, szintén 
végtelen valós számsort határoz meg. 


A továbbiakban a (11.1) alakú valós számsorokat vizsgáljuk. Felmerülhet a 
kérdés, hogy vajon mindig létezik-e a (11.1) kifejezésnek véges valós összege? 
Ha egyáltalán létezik, akkor hogyan lehet meghatározni ezen összeget? 


11.1.3. Definíció (valós számsor n-edik részletösszege) 


(e el 
A Yan végtelen valós számsor n-edik részletösszegének az 
n7-1 


(11.3) Sn—- ait ar... Fan 7 Da; 
i—1 


n-tagú összeget, azaz a sor első n tagjának összegét nevezzük. 
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11.1.4. Definíció (részletösszegek sorozata) 
Az Sa részletösszegekből alkotott végtelen 


(11.4) (nni 
sorozatot a végtelen sor részletösszeget sorozatának nevezzük. 
11.1.5. Megjegyzés 
A pa an végtelen valós számsorhoz hozzárendeltük a részletösszegek végtelen 
(S e a sorozatát. Nyilvánvaló, hogy n 2 2 esetén 
Oz Oni E Üss 
Ezért, ha a részletösszegek sorozatából képezzük az 
(11.5) §51-4(52—51)1(5S3—S2)...4(5n—Sn-1) 4... — a1-a21-a3-. han... 


végtelen sort, akkor visszakapjuk az eredeti sort, melynek n-edik részletösszege 
pontosan Sn: 


S1 4 (52 — 51) — (Sz — 52) 4... 4(Sn — §Sn-1) — a1 H a3 -- a3- ...d Üy ÉOh: 





Ezzel a Bi végtelen számsor és az ahhoz rendelt (S.)h 21 részletösszegek 
sgsógásá EŐit kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést létesítettünk. Ez 
lehetővé teszi azt, hogy a végtelen 5 ún sorok kovergenciáját az (Snhe 
részletösszegek sorozatának fótétgénei ával értelmezzük. 

11.1.6. Definíció (sor konvergenciája, összege) 


A 2) an végtelen valós számsor konvergens, ha az (Sn) 21 részletösszegei 


n7-1 
sorozatának létezik S véges határértéke: 


(11.6) lira 5.5 — lim n (a1 -Fd2T...-F an) — 5. 


n-ooo 


Egy konvergens sor összegén a sor részletösszegei sorozatának határértékét 
értjük, azaz 


(11.7) fo jet — lim S, — — lim n (az 3 a2 4... an). 


n7-1 


11.1.7. Definíció (divergens sor) 
Ha az (S.)21 sorozat divergens, akkor a sor is divergens. Divergens sor 
esetén azt mondjuk, hogy annak nincs összege. 
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11.2 CIAUCHY-FÉLE KONVERGENCIA KRITÉRIUM 


Ha a végtelen sorozatokra vonatkozó Cauchy-féle konvergencia kritériumot 
(5.2.2. Tétel) alkalmazzuk az fSn)h 21 részletösszegek sorozatára, akkor 
megkapjuk a végtelen valós számsorokra vonatkozó szükséges és elégséges 
feltételt biztosító Cauchy-féle konvergencia kritériumot. 
11.2.1. Tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium sorokra) 
A Yan végtelen számsor akkor és csak akkor konvergens, ha a részletösszegek 
ni 
(Sn ha végtelen sorozata Cauchy-féle sorozat, azaz ha Ve 5 0 esetén létezik 
no — no(E) küszöbszám, hogy Vp,g 5 no(e), p,g € N esetén: 
(11.8) 15,— 5] € €. 


11.2.2. Megjegyzés 
Speciálisan, ha g — p -- 1, akkor azt kapjuk (11.8)-ból, hogy 


(11.9) 15p— Spsal — la - ... -— ap — (a1 - ... -- ap 6 apya)1— [— apyil — €. 
Ebből következik az alábbi tétel. 


11.2.3. Tétel (sor konvergenciájának szükséges feltétele) 
Ha a 2 an végtelen sor konvergens, akkor szükségképpen a sor n-edik an 


ni 
tagja nullához tart: 


(11.10) lim an — 0 
Bizonyítás: 
A sor n-edik tagja: 

an — Sn isa Dnes 


Mivel a sor konvergens, ezért 


lim (S, — §.-1) — lim S, — limS, 1—5—- 5-0, 
tehát 
imázs s 0. 


n-oo 
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11.2.4. Megjegyzés 


A lim n dan — 0 egyenlőség a ppr8 sor konvergenciájának csak szükséges, de 


nem EÉGSÜGES feltétele. A 11. 2. 3. Tétel számos esetben jól alkalmazható valós 


sor divergenciájának megállapítására. Erre mutatunk be néhány példát az 
alábbiakban. 


11.2.5. Példa 


0 n-1 
A 
j. 21 





sor divergens, mert 




















1 
eg 
—-1 1—0 
im — — Jim 1——g 7170. 
jaj S zal E S 
n 
co 3n—Vni11 
A sor divergens, mert 
s 578 5-4-2n Bi 
3 1 s 
hm VET SZ Aj TŰ zi saj) 
im — lim 
no004/8n3— 53 2n n6o0 5 88 0 3-2 2 
8-2 
c) A d" vVn sor divergens, mert 
1-3 
lim Vn — 00 A 0. 


no oo 


d) A Y/ Inn sor divergens, mert 


n7-2 


lim Inn — 00 £ 0. 


n.o oo 


00 ae 
e) A 24 ( — 2) sor divergens, mert 


2V —2V" 
lim ( — 5) — lim ( -k 2) — e? 40. 
na oo Vá) nooco n 
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f) A )" cos (nm) sor divergens, mert 
n7-1 
1, ha n páros 
—1, ha n páratlan 7 


cos (nr) — ( 


vagyis a (cos (nr) ha sorozat divergens. 
n 


ve 


g) AD niT[ ser divergens, mert 











n7-1 
n 
. 4/e 2 di 38 
eket] öjmavs 
n 


11.3 A HARMONIKUS ÉS A GEOMETRIAI SOR 


11.3.1. Definíció (harmonikus sor) 
A 


il 1 1 
(11.11) Jaa S LEGE meter be 
n-1 


végtelen sort harmonikus sornak nevezzük. 





11.3.2. Állítás 
A harmonikus sor divergens. 


Bizonyítás: 

Megmutatjuk, hogy a harmonikus sor nem tesz eleget a Cauchy-féle szükséges 
és elégséges feltételnek (11.2.1. Tétel). 

A sor San és S, részletösszegeire fennáll, hogy: 


S2n — S : -k ! Fk 5 öz szseéjb s És 
n 7 On — ——T KEZEK gé — zi is ee ES 1 — a 
2 ni1 ni42 9n 7 2n 2n 9n 2 


Tehát nem teljesül a Cauchy-féle konvergencia kritérium, mivel p — 2n és 


g -—n esetén 
1 
IS, gi Sa] zi Son — Sul zzz 27 














1 
tehát van olyan E 5 0, például z — 5ú hogy I5p — Sy] £ € nem teljesül. 
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11.3.3. Megjegyzés 
A harmonikus sor esetén a 11.2.3. Tétel szükséges feltétele teljesül, hiszen 


ime 0; 
nooon 


Azonban a harmonikus sor divergens (11.3.2. Állítás), mivel a 11.2.3. Tétel 
egy sor konvergenciájára elégséges feltételt nem ad. 


11.3.4. Megjegyzés 
Korábban (5.4.3. Tétel) igazoltuk, hogy az (anh2o—íig"h2o mértani soro- 
zatra teljesül a következő: 


0, ha [d] c 1 
limg7— 5 l, hag—1 
Hess divergens, ha g]5 1 vagy g— —1 


Vizsgáljuk most az ún. geometriai (mértani) sort! 


11.3.5. Definíció (geometriai sor) 








Az 
(11.12) a-- ag tag? 4... ag" - ... — 9 ag", aeERVIO0h gERVW(0b 
n-0 


alakú sort végtelen geometriai sornak nevezzük. 


11.3.6. Példa 
Határozzuk meg, hogy milyen g értékekre konvergens a geometriai sor és 
számítsuk ki konvergencia esetén a végtelen sor összegét! 





Megoldás: 
A geometriai sor n-edik részletösszege: 
n—-1 fe a" 
(11.13) B ETT a 71. 


Ez az összefüggés teljes indukcióval bizonyítható: 


1. n— 1 esetén az egyenlőség teljesül: 


Di S Üüs ür — Sü 
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2. Tegyük fel, hogy az állítás igaz n — k-ra: 


1— ag 


S4—atagt... bag — a. egi 





a 7 1. 


3. Igazoljuk, hogy az állítás fennáll n — k -- 1-re is: 


[ESB k 1 — k k — .kHl fi Ke k--1 
pagy-1gagk — a. g Hat) —a( ag" tag g ja g Ji 
1—g 1—g 1—g 


A mértani (g")92 9 sorozat konvergenciájára vonatkozó (11.3.4. Megjegyzés) 
formula alapján ismeretes, hogy Ig] € 1 esetén a sorozat konvergens, ezért 
ha: 





Sk-t1 — a-t-ag1... 


a) Ig] c 1, akkor a ) ag" mértani sor is konvergens lesz, mivel (11.13) 
n7-0 
alapján: 








1 — 
(11.14)  lim 5, — lim a - 1] 


b) g— 1, akkor 


9 ag —a1ad...hkad... 
n7-0 
divergens, mivel a konvergencia szükséges feltétele (11.2.3. Tétel) nem 


teljesül, azaz: 
lim an — a A 0. 
c) g— —1, akkor 
9.49 -a—ata— at... 
n7-0 


szintén divergens sor, hiszen itt sem teljesül a konvergencia szükséges 
feltétele (11.2.3. Tétel). 


d) lal 5 1, akkor a sor divergens, mivel nem létezik véges 


1—9 





lim a : 
no HE d 


határérték és nem teljesül a szükséges 


lim ag" — 0 


N-—-O0O 


feltétel sem. 
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11.3.7. Példa 
Vizsgáljuk konvergencia szempontjából az alábbi sort és számítsuk ki az 
összegét, amennyiben lehetséges! 


44 4.2 h4. hi H4. ÉT beszdfeílk 2 3 27 YA 6 


Megoldás: 


1 
A megadott sor mértani sor, ahol a — 4 és g — FE Ezért a sor konvergens és 











lim 5, hm ű - 


11.3.8. Példa 
Számítsuk ki az alábbi sorok összegét! 
09 .1 
a) 2; 52n--1 ; 


n7-0 





c) 19172) 


stég lle 2 
9 (xan) 
Megoldás: 


a) A feladatban szereplő mértani sorra g — azaz Ig] — 1, így (11.14) 








957 
alkalmazható: 
00 1 1 6/iN9" 1 1 5 
Casa lg) 5 ..1l 24 


25 


il 
b) Ebben az esetben g — —g Azaz Ig] € 1 most is teljesül, így (11.14) 


alkalmazható: 
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c) Az előzőekhez hasonlóan (11.14) alkalmazásával oldjuk meg a feladatot: 


0 5 5 1 0 1 5 1 D 
Era Lya gben Ta TTI 


k—0 











00 [5 2 Bs 261 5 2 c0 1 
d — Ez sms Ft — . ri 
) 2 (a 7) 022gn 93 2 gr (ő 5) 2 ga 


fb. 2 1 43 
. A92 987 , 1 648 


9 





11.4 POZITÍV TAGÚ VÉGTELEN VALÓS SOROK 


A szükséges és elégséges Cauchy-féle konvergencia kritérium alkalmazása 
a gyakorlatban általában nehézkes. Azonban a végtelen sorok speciális 
osztályaira ismertek olyan elégséges konvergencia (illetve divergencia) 
feltételek, amelyek könnyen alkalmazhatóak. Egy ilyen osztályt képeznek 
a pozitív tagú sorok. 


11.4.1. Definíció (pozitív tagú végtelen valós sor) 


Ha a végtelen valós 2 a; sor tagjai pozitív számok, azaz a; 5 0, Vn E N 
i—1 
esetén, akkor a sort pozitív tagú sornak nevezzük. 


11.4.2. Tétel (felülről korlátos részletösszegű sor konvergenciája) 


00 
Ha a pozitív tagú 2 an sor n-edik részletösszegeinek 
n7-1 


(Sntn-i — (41... b dnjn-i 
sorozata felülről korlátos, akkor a sor konvergens. 


Bizonyítás: 
A pozitív tagú sor részletösszegeinek sorozata szigorúan monoton növekvő, 
mivel 

Diú ua az Ses 
ahonnan 

Oz Shi 
Az 5.1.2. Tétel szerint minden monoton növekvő felülről korlátos sorozat 
konvergens, azaz létezik véges határértéke a részletösszegek sorozatának: 
(e el 
it ő Se 9 d 
nÖoo A 


7-1 
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11.4.3. Definíció (majoráns ill. minoráns sorok) 


(e el 
A pozitív tagú 2) ban sor a pozitív tagú 2 an sor majoránsa (majoráns sora), 
n-1 n-1 
ha van olyan ng index, amelyre n 2 ng esetén 


n E b. 
Ekkor a Xan sort a 2) ban sor minoránsának (minoráns sorának) mondjuk. 
n7-1 n-1 
11.4.4. Tétel (majoráns kritérium) 


Ha a 5 pozitív tagú sor S ök majoráns sora konvergens, akkor a 5 ús 
n7-1 n7-1 n-1 
(minoráns) sor is konvergens. 


Bizonyítás: 
Ha a majoráns sor konvergens, akkor n-edik részletösszegeinek sorozata 
korlátos: 


S — bi 4... tb, CM, M530VneN. 
Az an 2 b, feltétel miatt: 


S 7-ait...Fan LbF..-b.CcM, M:30VneN, 


ami az (59) , sorozat korlátosságát jelenti. Így a 11.4.2. Tétel szerint a 





2 an sor konvergens. 
n-1 











11.4.5. Tétel (minoráns kritérium) 


Ha a Ún pozitív tagú sor 9 minoráns sora divergens, akkor a 5 iz 
ni n-1 n-1 
(majoráns) sor is divergens. 


Bizonyítás: 


A 9" an sor részletösszegeinek sorozata felülről nem korlátos. Ekkor a )  bn 


n-1 ni 


új je ej 
(ba 2 an) majoráns sor részletösszegei sem korlátosak. Így a ) /bn sor diver- 
ni 





gens. 











11.4.6. Példa 


Konvergens-e a ) 
n-1Nn 





sor? 
n 
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Megoldás: 
Tekintsük a 9) a mértani sort. Ez a sor konvergens, mivel —1 — g — a ésgile 
HI 
Továbbá Tá űj 
—.— £ — VnedN, 
n mőge " 





így a konvergens 8 3: sor az adott 9. 
n7 13 n-1 
joráns kritérium (11.4.4. Tétel) alapján az adott sor is konvergens. 


1 . 
BET sor majoránsa. Tehát a ma- 


11.4.7. Példa 


22, 1 
Konvergens-e a 2 —— 7 Sor? 
Megoldás: 
Mivel 
1 1 
— c — VneEN 


nőn 


asztal H 
és a ) , — harmonikus sor divergens, ezért a minoráns kritérium (11.4.5. Té- 


n—-1Nn 
Sssztülél 
tel) szerint a ) , — sor is divergens. 
n-1 


11.4.8. Tétel (D"Alembert-féle hányados kritérium) 


A pozitív tagú 2 an sor konvergens, ha található olyan 1-nél kisebb pozitív g 
n7-1 
valós szám, amelyre bizonyos ng € N indeztől kezdve teljesül, hogy: 
dn--1 
dan 


£gca1, Vn2 no. 


Bizonyítás: 
A feltétel miatt: 


2 18) k 
ündi  dúns; Üniz ő dünszgi EÜ Ünss Üngis S 0 agy sérÜnyik S Ű Üngyszi 


Ez utóbbi egyenlőtlenségek felhasználásával kapjuk, hogy az 
dng-1 -t 4no-12 Tagi dno--k Szen ber 
sor majoránsa az 


an" (149481... Egf rk ..) — an Ag 
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mértani sor. Mivel g — 1, ezért a geometriai sor konvergens és a majoráns 
(e e) 

kritérium értelmében a minoráns ) /ano-ri Sor is konvergens. Ehhez hozzáadva 
í—I1 

a véges számú tagból álló 


d1 Tt a2 h ... dng—1 














(e ej 
összeget, az eredeti ) an sort kapjuk, amely ezek szerint konvergens. 
ni 


11.4.9. Megjegyzés 

Jean Le Rond D/Alembert (1716 - 1783), francia matematikus és fizikus. A 
francia felvilágosodás egyik kiemelkedő egyénisége. Elhagyott gyerekként 
találtak rá egy templom közelében. Egy özvegyasszonynál nevelkedett. 
Tehetsége hamar megmutatkozott és pályája töretlenül ívelt felfelé. 1754-ben 
már a francia akadémia titkára volt. A differenciálegyenletek elméletének 
egyik kidolgozója. Az analízist igyekezett a határérték-fogalomra építeni. 
Sokat fáradozott az algebra alaptételének bizonyításán. 


11.4.10. Példa 
Vizsgáljuk meg a hányadoskritériummal a, 


00 





Med déd 
pále s JÉ igás sé sáé 
harmonikus sort! 
Megoldás: 
Alkalmazzuk a 11.4.8. Tételt: 
Eg EB 
CEE a EL eg 1, EN, 
Ún 5. ni 1 


Azonban nem található olyan 1-nél kisebb g(c 1) szám, amelynél az mail 





dan 
hányados minden n € N esetén kisebb lenne. Tehát a hányados kritériummal 
nem lehet eldönteni a konvergenciát. 
Korábban már megmutattuk (11.3.2. Állítás), hogy a harmonikus sor diver- 
gens. 


11.4.11. Példa 
Vizsgáljuk meg a hányadoskritériummal, hogy konvergens-e a 


Sn 1 2 3 
AE et té T a tést 


n-1 





pozitív tagú sor! 
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Megoldás: 
Mivel an — 566 ezért 


anyi  Nn6Al 27 nit1l 








: — Sz 1. 
an 21 n 2n 7 1 
Például ng 2 2 esetén: 
ssel és új 
g Hl 4 TT , 
és minden n 2 ng — 2 esetén: 
ani nil 3 
s c — cl, 
dan 2n " 4 
mivel 
1 d. 1 M 8. 
2 2n74 


A sor tehát konvergens. 


A gyakorlatban egyszerűbben használható a hányados kritérium speciális 
határátmenetes változata. 


11.4.12. Tétel (speciális D"Alembert-féle hányados kritérium) 


Ha a pozitív tagú 2 an valós sor esetén: 
ni 
Mca1, akkor a sor konvergens; 
im ént M501, akkor a sor divergens; 


n-60 dan M-1, akkor a hányados kritériummal nem dönthető el 
a konvergencia ill. a divergencia. 





Bizonyítás: 
Ha M c 1, akkor bizonyos n — ng indextől kezdve 


a 
SET gp 1, Vn2 nag, 


így a sor a 11.4.8. Tétel szerint konvergens. 
Ha M : 1, akkor 


a 
ms 1 Vn2 no, 


dan 
azaz a sor divergens. 
Ha M — 1, akkor a sor divergens és konvergens is lehet. Mindkét esetre 
mutatunk példát az alábbiakban. 
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11.4.13. Példa 
Vizsgáljuk meg a speciális hányadoskritériummal (11.4.12. Tétel) a 





9 eke EE 








eszrijái 
harmonikus sort! 
Megoldás: 
00 1 , 
A 2) — sor esetén: 
n-1Nn 
. a ; 
lm AE — Tim s17-.M, 
noo00o an n6GoonNn -k 1 


és tudjuk (11.3.2. Állítás) , hogy a sor divergens. 


11.4.14. Példa 
Vizsgáljuk meg a speciális hányadoskritériummal (11.4.12. Tétel) a 


00 


1 
90. atára 


n-1 





pozitív tagú sort! 


Megoldás: 
Ekkor 











4 dn--1 ú 1 1 . n . 1 
lim —- lim § s. hm —- lim —— 7 1. 
naco an — nocot(n41)23ni1l n9tn n-0nr2 n-0145 


Azonban az adott sor konvergens, mivel részletösszegeinek (S. )h21 sorozata 
konvergens. Résztörtekre bontással: 


1 1 1 


nen n nil 





így a sor n-edik részletösszege: 


des feed sé a jart otta gi 1 Tt A 
u ö 2 2 3] " hn ni1) "2 2) " hn n) nEL " ná61V 


Tehát 1 
lim.5, s him (- ) s. 1. 














sor konvergens és az összege 1. 
n 


A 11.1.6. Definíció alapján a ? , — 
n-1Nn 
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11.4.15. Megjegyzés 
Vegyük észre, hogy S, kiszámításakor (11.4.14. Példa) a valós számok asszo- 


ciatív törvényét véges sok tagszám esetén alkalmaztuk. Végtelen tagszámra 
nem alkalmazható! 


11.4.16. Példa 
A D Alambert-féle hányadoskritérium segítségével állapítsuk meg, hogy az 
alábbi sorok közül melyek konvergensek! 





Megoldás: 


a) Alkalmazzuk a 11.4.12. Tételt! 














1)? n! TE 1 
lim ete lim büss a Éz assz MILEST eza im ústsl) szei 
noco an n—Öo0 (n -k 1)! n8 n—oo (n -k 1) n8 n—ö0o  n? 
00 
n 
tehát a ) , — sor konvergens. 
n-1 n! 
1)! a ú 1 1 
b) Tat ez lim es: CRS BLA iz lim — s — lim —————;7- -, 
nooo an n-oo0 (n -- 1) n! n—o0o (n -k 1) n—Öoo ( 4 5) e 
n 


00 


n! 1 
tehát a ) , — sor konvergens a 11.4.12. Tétel szerint, mivel — — 1. 
n-1Nn e 








. — dni1 . 2n715 
l — 1] —-1 
Mag pET 


ri 


tehát a D Alembert-féle hányados kritérium nem dönt a sor konver- 
genciájáról. 
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c 1 a 1 161 
Mivel — 2 — — 9) —, így a vizsgált sor is divergens, 
ive DS Tb 2 2 72 gy g g 


00 


7n 


hiszen az — - y — sorral minorálható, amely divergens. 
n 


n-1 





. 2neDm 3"n 1... 1" e 
d) 1 : — —] 1-4-—-] —— cl, 
RSA EDi am ak gő 


így a vizsgált sor konvergens. 











1)? (2n)! 2 F2n-H1 1 
e) fg E )) CET aa őgy ESNE — — c], 
n5600(2(n 4 1))!(n)?  n-c04n236ni2 4 
ún e, SZÁE 
tehát a ) sor konvergens. 





na (2n)! 
11.4.17. Tétel (Cauchy-féle gyökkritérium) 
A pozitív tagú 2 , an valós sor konvergens, ha létezik olyan 1-nél kisebb pozitív 


n7-1 
g szám (g 1), melyre bizonyos ng e N indeztől kezdve bármely n 2 no 


esetén 

Vas c agz 1 
teljesül. 
Bizonyítás: 


A feltétel szerint 


azaz 


le ej 
Mivel a 2 d" sor g — 1 esetén konvergens, így a majoráns kritérium alapján 
n 1 














(11.4.4. Tétel) az adott ) an sor is konvergens. 


n7-1 


11.4.18. Tétel (speciális Cauchy-féle gyökkritérium) 


Ha a pozitív tagú 2) an valós sor esetén: 
n7-1 


Mca1, akkor a sor konvergens; 
lim an— 4 M51, akkor a sor divergens; 
Hszt M-1, akkor a sor lehet konvergens is, de lehet divergens is. 
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Bizonyítás: 
Ha M c 1, akkor egy bizonyos ng indextől kezdve 


VanSsazi, vVn2no 


esetén és így a sor a 11.4.17. Tétel szerint konvergens. 
Ha M 5 1, akkor 
YVanxl Vn2 ny 














esetén és így a sor divergens. 


11.4.19. Példa 


00 n V 
Vizsgáljuk meg a ) ( 31; 7) sort konvergencia szempontjából! 
n7-1 n 





Megoldás: 
A 11.4.18. Tétel felhasználásával: 














lú 1 1 
im gar — im 47 ös )-m 7 7 dm T— 7 Cl. 


n—o0 n— 00 3n1t1 n-oco3n 7] n-6003 3 Tt 3 


A sor tehát konvergens. 


11.4.20. Példa 
A Cauchy-féle gyökkritérium segítségével állapítsuk meg, hogy az alábbi 
sorok közül melyek konvergensek! 


00 n? 


a) 2. 


an ? 
neld 


b). a 


ET 
nr 


új . (E) 


a An th 10n€-7 
Megoldás: 


an? (ny 1 09 n? 





a) Jim STAR dia go a 1, tehát a 25 ar sor konvergens. 
és úg B 3 j 90 37 . 
b) lim (/—— lim———- — 35 1, tehát a 3 ,— sor divergens. 


nÖoo n2 n600 ( 4/ny? a-t 
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2 8 5 
2n? — 81—5V" 2n? —8n— 5 ézet 
lm ff 0 6 ] —lm —  -— lm 2 ? 3-1 
c) maj (Sz) nösonZ F10n-47 100), 10 7 705 
kre 


00 (Ez 


telrát ma n2? t10n--7 


n 
) sor divergens. 
7-1 


11.4.21. Megjegyzés 

dn--1 
dan 

a gyökkritérium alkalmazása során a ( Yan hi sorozatnak nincs határértéke, 

azaz nem létezik 


Ha a hányados kritérium alkalmazása esetén az 





) sorozatnak illetve 
n7-1 





űl dn--1 8 8 
lim illetve . lim /an, 
n6c0 An n6Öoo 





de a ei sorozat illetve a ( Vanh-i sorozat torlódási helyeinek 
n7-1 


dn 
(e el 
van felső határa (limesz superiorja), akkor a 9 an pozitív tagú sor kon- 
n7-1 


vergenciájának elégséges feltétele az alábbi egyenlőtlenségek teljesülése: 


dn-i-1 





lim sup 1 illetve lim supr/an C 1. 


no oo Üjy n-oco 


11.5 SZABÁLYOSAN VÁLTAKOZÓ ELŐJELŰ SOROK 


A végtelen valós sorok egy speciális osztályát alkotják azok a sorok, amelyek 
tagjai váltakozó előjellel követik egymást. 


11.5.1. Definíció (váltakozó előjelű sor, alternáló sor) 
Váltakozó előjelű sornak azokat a numerikus sorokat nevezzük, amelyekben a, 
szomszédos tagok előjele különböző: 


00 


(11.15) 9(—-DH an —a1—a2 az. h (DB an A. 


n7-1 


és an 5 0, Vn € N esetén. A váltakozó előjelű sort alternáló sornak is 
nevezzük. 


11.5.2. Megjegyzés 
A (11.15) sorban az első tag előjele pozitív. A 


(11.16) 9(—D" - an — —a1 4 2 — 43 b. 4 (—1T - an 


n7-1 


sor is alternáló, de az első tag előjele negatív (a, 5 0, Vn e N). 
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11.5.3. Definíció (Leibniz - típusú alternáló sor) 


A 
VENÜa úgy EA 
n-1 n-1 


alternáló sort Leibniz - típusúnak nevezzük, ha: 


a) az an pozitív számok monoton csökkenő fant:14 sorozatot alkotnak, 
azaz Vn E N esetén: 
dn4-1 s don 


b) lim a, — 0, azaz Ve 5 0 esetén Jn — no(e), melyre an C Ez bármely 


n 2 no esetén. 


11.5.4. Definíció (alternáló sor n-edik maradéktagja) 
A 


oo 


(—)"H.g, — úgzagkazk att Ha HEY gyya bag (Vág 50) 


feat 


nz 


alternáló sor n-edik maradéktagja az 


enjett ar e 





dan41 — dn42 t dn43 — ..., ha n páros; 
—dnyi t dn42 — dn3 t...., ha n páratlan 


D18 


Ha 





k—-1 


végtelen sor, amely szintén alternáló. 


11.5.5. Tétel (Leibniz-típusú sor n-edik maradéktagjának becslése) 
Ha a 


9(-ney . an 

n7-1 
sor Leibniz-típusú alternáló sor, akkor n-edik maradéktagjára fennáll az 
alábbi becslés: 


Raul ii SL dn--1- 





00 
9 Kelt bla 
k—1 





Bizonyítás: 
Ha 
R, — an41 — dny2 Tt -.. — (dny1 — dn42) F (dn43 — dny4) FT 
azaz n páros, akkor 
dak41 S ak 


miatt 
RA, 2 0. 
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Másrészt 
Rn LE és lee (an42 77 dany3) 5 (anya TT dn45) TT. 


és mindegyik zárójelben pozitív szám szerepel: 
dn32 — an43 20, dn44— dn45 7 Ű, ..., 


ezért 
KÜ S. dn-1- 


Igazoltuk, hogy 
0£ R.Z üri: 


Ha pedig 
Fi — —dni-1 - dn42 — dn33--.; 


azaz n páratlan, akkor hasonló gondolatmenettel igazolható, hogy 
—űn-41 S Rn £ 0. 


Tehát 
—Űni1 SL Rn sa dn3-1; 


azaz 
IRul S dn-1 . 














11.5.6. Megjegyzés 

A 11.5.5. Tételből az következik, hogy ha egy Leibniz-típusú sor összegét 
valamelyik n-edik részletösszegével közelítjük, akkor a hiba kisebb, mint az 
első figyelembe nem vett tag abszolút értéke. 


11.5.7. Tétel (Leibniz-kritérium alternáló sorokra) 
Minden Letibniz-típusú alternáló valós sor konvergens. 


Bizonyítás: 
Tekintsük a 


00 


Y(—DTH - an — 1 — 424 a3 4.4 (Dan 4 (—D Banya e 


n-1 


sort, ahol a; 5 0 Viz € N esetén, továbbá 


4274 2a32..2 an 2 ani7 és lim as — 0. 


n-o0o 
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Ekkor VE 5 0 esetén létezik no(ec) természetes szám, amelyre az Sn4x ÉS Sn 
részletösszegekre tetszőleges k természetes szám esetén 


Sk — Sal — I(a1—a2--az-k 4 (— DE ak) —(a1—a2-Hag-k. (Ha), 
azaz a 11.5.5. Tétel figyelembevételével 
nik 7 On] — IT jö dn--1 —1)" dn-12 see — ni] S dn-41 €. 
IS; SEK aa ED vága tb [7]R]E 5 





Az utóbbi egyenlőtlenség a Cauchy-féle konvergencia kritérium (11.2.1. Té- 
tel) szerint az adott sor konvergenciáját jelenti. 














11.5.8. Példa 
Konvergens-e a 


00 





1 1 1 1 1 
ge e kezte e ése sz E TETT ezé is 
7. ) n 2 " 3 4 gatsksiki n új 

alternáló harmonikus sor? 
Megoldás: 
Ez a sor Leibniz-típusú sor, hiszen 

1 1 ű 

— és lim — — 0. 
nk1 n nocon 


Ezért a Leibniz-kritérium (11.5.7. Tétel) szerint a sor konvergens. 


11.5.9. Példa 


Konvergens-e a 
00 


9Y(—DTH-1—141—16... 
n-1 

végtelen sor? 

Megoldás: 

Nem. A sor alternáló ugyan, de nem teljesül a szükséges 





lim a, — 0 
feltétel. 
11.5.10. Példa 
Konvergens-e az 
1 1 1 1 1 1 1 
— 17 j j j s-ag 
2 22 2 29 28. 
sor? 
Megoldás: 


Nem. Ugyan a sor alternáló, de tagjainak abszolút értéke nem monoton 
módon tart nullához. 
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11.6 ABSZOLÚT ÉS FELTÉTELESEN KONVERGENS SOROK 


Újra a Xan általános alakú sorokat tanulmányozzuk. 
n-I1 


11.6.1. Definíció (abszolút konvergens sor) 


00 
A Yan valós sort abszolút konvergensnek nevezzük, ha a 
n7-1 


(e e) 


9 lan — la] laz]... lan] A 


n-1 





sor konvergens. 


11.6.2. Megjegyzés 
A 11.6.1. Definíció szerint egy pozitív tagú konvergens sor egyúttal abszolút 
konvergens is. 


11.6.3. Tétel (abszolút konvergenciából következő konvergencia) 


(e el 
Ha a Yan sor abszolút konvergens, akkor egyúttal konvergens is. 
n7-1 


Bizonyítás: 

Mivel a 9" lan] sor konvergens, ezért a Cauchy-féle konvergencia kritérium 
n7-1 

(11.2.1. Tétel) szerint bármely cz 5 0 esetén megadható olyan no(c), hogy 

n2: ng és k e N esetén: 


lanyil 4 lany2] 4 ... 4 lany] — E. 


Ekkor azonban 
lany1 b dny2 t ... b anxk] CE 


is fennáll, mivel 


lany -k an32 -t :.. 6 anak] £ lanyil — lan32] - :-. - lan] £ €. 














00 
A 9 an sor tehát konvergens. 


n7-1 
11.6.4.  Définiető (feltételesen konvergens sor) 
Ha a pora sor konvergens, de a 5 lan] sor divergens, akkor a 5 űl sort 


ni n7-1 
féltételesén konvergens sornak nevezzük. 
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11.6.5. Példa 
Abszolút konvergens-e a, 


00 


1 1 1 1 1 
eges ate s Zs METJ EES den 
pa ) n 373 4 1) TŐL 





net 
alternáló harmonikus sor? 


Megoldás: 
A 11.5.8. Példában igazoltuk, hogy az alternáló harmonikus sor konver- 
gens. Viszont nem abszolút konvergens, mivel a harmonikus sor divergens 
; 29 1 
(11.3.2. Állítás). Ezért a 9(—1)"§! - — sor feltételesen konvergens. 
n 


n—1 


11.7 VÉGTELEN SOROK ÁTRENDEZÉSE 


11.7.1. Definíció (végtelen sor átrendezése) 
Ha egy 2 an végtelen sorban végtelen sok tag sorrendjét megváltoztatjuk, 


ni 
akkor a sor egy átrendezését kapjuk. 


11.7.2. Tétel (abszolút konvergens sor összegének függetlensége az 
átrendezéstől) 
Bármely abszolút konvergens 2 "an sor átrendezett 2 "ban sora is abszolút kon- 


n-1 7 fszt J 
vergens és összege megegyezik az eredeti sor összegével: 


9 lk; SA0 E ha 
n7-1 n-1 


Bizonyítás: 


Legyen 57 az abszolút konvergens 3" an sor n-edik részletösszege és 59 pedig 
n7-1 


00 oo 
az átrendezett 9)" bn sor n-edik részletösszege. A feltételek szerint a 9)" an 
n7-1 n-1 
sor konvergenciája miatt bármely Ez - 0 esetén megadható olyan no(c), hogy 
n2 no és ke N esetén 
lany1 b dny2t ... HF anxk] CE 


teljesül. Válasszuk meg az ni - no értéket úgy, hogy az 


41; 42, ..-; Ang 
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tagok előforduljanak a 
bi, bo, ...g ba 
tagok között. 


Legyen most már n 2 ni. Ekkor az 


Sz 


n n 


különbségből kiesnek az 
d1; 42, ...; ang 


tagok, a megmaradt tagok pedig olyanok, hogy azok indexei az eredeti sorban 
no-tól nagyobbak, amelyekre pedig 


199 — Sb] a e. 
teljesül. Ezért 
lim S7 — lim S? — S. 


no oo no oo 


00 00 
Mivel a 2" lan] sor átrendezése a ) ; Ibn] sor, ezért hasonló gondolatmenettel 
nzLl n7-1 











látható, hogy 9 Ibn] is konvergens, tehát 9 "ban abszolút konvergens. 


n7-1 n-1 





A feltételesen konvergens sorok az átrendezést nem jól viselik el. Ismert az 
alábbi tétel, amelyet bizonyítás nélkül közlünk. 


11.7.3. Tétel (Riemann-féle átrendezési tétel) 


Bármely feltételesen konvergens 3 an sor átrendezhető úgy, hogy az 
n7-1 


átrendezett 2 ban sor összege tetszőleges, előre adott S legyen. (S lehet 4-oo 
ni 
vagy —oo is). 


11.7.4. Megjegyzés 

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866), német matematikus. 
Alapvető eredményeket ért el a geometriában, a komplex függvénytanban és 
az analitikus számelméletben. Egy Hannover melletti kis faluban született, 
ahol édesapja evangélikus lelkész volt. A tehetséges, de gyenge egészségű és 
félénk fiának apja a legjobb oktatást igyekezett biztosítani szerény anyagi 
körülményei ellenére. A berlini és a göttingeni egyetemen tanult. 1851 - ben 
doktorált Göttingenben komplex függvénytanból. Disszertációjában szere- 
pelnek az ún. Cauchy - Riemann differenciálegyenletek, valamint a Riemann 
- felületek és a Riemann - integrál definíciói. 1854-ben a göttingeni egyetem 


11.7 VÉGTELEN SOROK ÁTRENDEZÉSE 269 





magántanára lett. — Habilitációs dolgozata A geometriai alapjait képező 
hipotézisekről címet viselte és új fejezetet nyitott a geometria történetében. 
A Riemann - terek és a Riemann - geometriák átfogó elméletében min- 
den létező geometriai rendszert el lehetett helyezni és újak bevezetésére is 
lehetőséget adott. Riemann megtalálta elméletének fizikai alkalmazásait is, 
amire Einstein épített. Nevéhez fűződik a matematika egyik legnevezete- 
sebb megoldatlan sejtése, az analitikus számelméletben fontos Riemann-féle 
zéta-függvénnyel kapcsolatos Riemann - hipotézis. 1859 - ben, 33 évesen 
professzor lett azon a tanszéken, amit előtte Dirichlet és Gauss vezetett. 


11.7.5. Példa í 
Tekintsük a 9 (—1)""! . — alternáló harmonikus sort. A 11.5.8. Példában 
n-1 n 
igazoltuk, hogy ez a sor konvergens. Megmutatható, hogy 
— 1 1 1 1 
—i"rH.-—-1—-3—-——-..—1n2— S. 
ELÉ ur ak sala 


n-1 


Rendezzük át a sort a következőképpen: 








1-1 1 1 111 1 L/ 3 1 1 L/ 
4 3 68 5 10 1 2n—1 4n-—2 4n 


Ekkor az összevonásokat elvégezve az alábbi átrendezett sort kapjuk: 





1 1 1 1 1 1 ss 
— — 34 —-— — 7... 7 a ező A 
2 4 6 8 2(2n—1)  4n FEE 
Azonban: 
Bs 1 1 1 1 1 S 1n2 
b. Setét del Tas bug [eg E, 
2 5 ( 2 "3 a" . szán; ) 2 2 


Látható tehát, hogy az átrendezett sor összege megváltozott, a felére 
csökkent. 
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11.38 "MŰVELETEK KONVERGENS SOROKKAL 


Vajon az algebrában megismert műveletek milyen módon és milyen feltételek 
mellett alkalmazhatók a végtelen sorokra? 

11.8.1. Tétel (tagonkénti konstanssal való szorzással nyert sor kon- 
vergenciája) 


00 
Ha a Xan — 5 sor konvergens, akkor a 
n1 





7d 


00 
y C : dan, cel 
n7z1 


sor is konvergens és 


00 


le e) 
y CyS c y üss öö". 
n7-1 n-1 


Bizonyítás: 
A 9 c: an sor n-edik részletösszege: 
n7-1 
Sn—c:da1Tt...Fc:-an— c: (dir... dan). 
Tehát 














lim S, — c: lim (a1 h ... Han) — c: 5. 


n-roo 81—tŐG 


11.8.2. Példa 
Számítsuk ki a 








4 a si -k si -k i 8 li 
T 7 72 T 7n T 
sor összegét! 
Megoldás: 
A geometriai 
Ta 1 ] 1 - i 1 - 
[j 7 jj 72 ss. "T 7n úájé 
sor konvergens és összege: 
1 1 7 





Mivel 
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így a sor összege: 
7 14 


ER! 
2 ama 4.§ ds k. 


11.8.3. eFétel (konvergens sorok összege) 








Ha a 5 úg és 5 Üh sorok konvergensek, akkor a 


nE1 n-1 


(e e) 


2.(as 4 bn) 


n7-1 


összegük is konvergens, melynek összege a két sor összegének összege. 


Bizonyítás: 
Legyen 
oo oo 
Bonmazcáv és 4heg. 
n7-1 n7-1 
Ekkor 
9 (an-Hbn) — Jim [(a1-b)-k..(an-Hbn) — lim (a1-k...an)-k Jim (b1-H...bn) — 57455. 
n7-1 














11.8.4. Tétel (abszolút konvergens sorok összege) 


00 (e ej 
Ha a Yan és 2 ban sorok abszolút konvergensek, akkor a 
n-1 n7-1 


00 


ba 4 bn) 


n7-1 
összegük is abszolút konvergens. 
Bizonyítás: 
Mivel a 2" lan] és a 2. Ibn] sorok konvergensek, ezért a 11.8.3. Tétel szerint 
n7-1 n-1 


a 
00 


N( lan lbal ) 


n7-1 


sor is konvergens. Mivel 


lan 4 bal £ lan] Ibn] ; 
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00 00 
ezért a konvergens 9, ( an] 7 ul) sor a pozitív tagú 9 lan 4 bal sor ma- 
n-1 n-1 


joránsa. A majoráns kritérium (11.4.4. Tétel) alapján tehát a ) ; lan 4 bal 
n7-1 











sor is konvergens. 





A következő állítás során azt vizsgáljuk meg, hogy a konvergens sorok 
rendelkeznek-e a véges sok összeadandóból álló összeg asszociatív tulaj- 
donságával. 


11.8.5. Tétel (konvergens sorok zárójelezése) 


(e el 

Ha a konvergens 2 an sor tagjait a tagok sorrendjének megváltoztatása nélkül 
n7-1 

tetszőleges véges számú tagokat tartalmazó csoportokba zárójelezzük, akkor az 


így kapott 





(a1 -F a2 4 an) F (dn11 E ang) ht  (dnp—1 hr b dan) FED 
e — e S s 
bi ba b, K-I 


zárójelezett sor, ahol 
Ma 2 Na S ue 2 TÜRK sing 


is konvergens és összege megegyezik az eredeti sor összegével: 


00 00 
y dn — y bk. 
n-1 kal 


Bizonyítás: 

Legyen (59) és (59) rendre a Man és a 9"bk sorok részletösszegeinek 
n-1 k-1 

sorozata. Nyilvánvaló, hogy az (S2) sorozat az (59) sorozatot 


részsorozataként tartalmazza. Az 5.1.5. Tétel szerint konvergens sorozat min- 
den részsorozata konvergens és minden részsorozat határértéke megegyezik a 
sorozat határértékével. 














11.8.6. Megjegyzés 
A 11.8.5. Tétel megfordítása nem igaz, azaz zárójeleket általában nem szabad 
elhagyni a végtelen sorokban. 


11.8.7. Példa 
Az 
tát a ek és 
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végtelen sor konvergens és összege 0. Azonban a zárójelek elhagyásával 


kapott 


00 


1—141—1-k...— 9 (TH 


n-1 


végtelen sor divergens (11.5.9. Példa). 
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12 FÜGGVÉNYSOROZATOK ÉS FÜGGVÉNYSOROK 


12.11 FÜGGVÉNYSOROZATOK 


A 4.1.1. Definícióban bevezettük a végtelen számsorozatok fogalmát. Most 
megadjuk a függvénysorozat fogalmát. 


12.1.1. Definíció (végtelen függvénysorozat) 
Ha minden n € N számhoz fesetleg elhagyva belőle valamely rögzített no 
számnál kisebb számokat) egyértelműen hozzárendelünk egy-egy ugyanazon az 
I intervallumon értelmezett valós függvényt, akkor végtelen függvénysorozatot 
adunk meg: 

no fn:I-R, 


fi(a), felm), ..., fa(z), xel. 





Jelölése: 

zt sz hete 
Az f.(2) függvényt a függvénysorozat n-edik elemének nevezzük. 
12.1.2. Példa 


Az 
1.2, x9....a o... tel 


egy függvénysorozat, a 





sin x, sin 22, sin 31, ... sin n2, ..., :eR 
egy másik függvénysorozat. 


12.1.3. Megjegyzés 
Ha az 


TX) J(2 sees Tal) sség rel 


függvénysorozat esetén rögzítünk egy z — 29 € / helyet, akkor az 


Ji(zo); foldő); sss Tn( 70) 


numerikus sorozathoz jutunk, amely lehet konvergens, lehet divergens is. 
Ha konvergens, akkor létezik a véges 


lim fn(x0) — fo 


no oo 


határérték, ami azt jelenti, hogy bármely ez - 0 esetén létezik no(e) e N, 
hogy Vn 2 no(€) esetén 


Ifn(0) — fol c E 


teljesül. 
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12.1.4. Definíció (pontonként konvergens függvénysorozat) 

Azt mondjuk, hogy az (fa(2) bei függvénysorozat xg € I-ben konvergens, ha 
az (fn(x0))P2 1 számsorozat konvergens. Ha a konvergencia az I intervallum 
egy neműüres H részintervallumának minden x e H eleme esetén fennáll, 
akkor az (fn(2) ha függvénysorozatot pontonként konvergensnek nevezzük 
H-n. 

Azt mondjuk, hogy az (fn(x)h2a függvénysorozat pontonként konvergál egy 
f : H—- R határfüggvényhez a H C I részintervallumon, ha bármely x c H 
esetén fn(x) — f(2), han — co. 





12.1.5. Megjegyzés 

Azonnal látható, hogy egy (fn(r)b21 függvénysorozat egy nemüres HC I 
részhalmazon akkor és csak akkor pontonként konvergens, ha létezik egy 
olyan f : HG R függvény, hogy (fn(z)) 21 pontonként konvergál az f(T)- 
hez H-n. 





A pontonkénti konvergencia mellett egy másik konvergencia típus az egyen- 
letes konvergencia. 


12.1.6. Definíció (egyenletesen konvergens függvénysorozat) 

Azt mondjuk, hogy az (fn(x)) 21 függvénysorozat egyenletesen konvergál egy 
fT:T1I—-R függvényhezazI C R intervallumon, ha bármely Ez 5 0-hoz létezik 
olyan no(e) € N, hogy n 5 no(e) esetén Ifa(z) — fg] Ce, haz e I. 

Ha egy (fn(2)b21 függvénysorozathoz létezik olyan f : I — R függvény, 
amelyhez fn egyenletesen konvergál I-n, akkor az (fa(x)b 21 sorozatot az I 
halmazon egyenletesen konvergensnek nevezzük. 








12.1.7. Megjegyzés 
Minden egyenletesen konvergens függvénysorozat egyúttal pontonként kon- 
vergens függvénysorozat. 


12.1.8. Példa 


Legyen (fn(2)h2g — í[z hoo z e (—-1,1]. Hol konvergens ez a 
függvénysorozat ? 
Megoldás: 
Mivel x € (—1,1) esetén 
lim 2" — 0 
és 
lim fn(1) — 1, 


ezért a határfüggvény: 
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0, ha—-—1crcC1 
rm-( 1, har—1 


A konvergencitartomány tehát: 
I — (—1,1]. 


A függvénysorozat konvergenciáját a határfüggvénytől függetlenül is megad- 
hatjuk a Cauchy-sorozat és konvergencia kritérium felhasználásával. 


12.1.9. Definíció (függvénysorozat konvergenciájának határfüggvény 
mentes értelmezése) 

Az (fala) be függvénysorozatot az I intervallumon pontonként konvergen- 
snek mondjuk, ha Ve 5 0 és Va € I esetén ng — no(e, T) természetes szám, 
hogy p 5 nole, 1) és g 5 nole, 1) esetén 


Ifp(z) — f.(m)I c c. 


12.1.10. Megjegyzés 

A pontonkénti konvergenciánál vegyük észre, hogy az no — no(e,T) 
küszöbszám függ €-tól és r-től. Fontos az az eset. amikor az no küszöbszám 
független r-től, azaz no(z) minden x € I esetén megfelelő küszöbszám. Ekkor 
a függvénysor konvergenciája egyenletes. 


12.1.11. Definíció (függvénysorozat egyenletes konvergenciája) 
Az (fn(2) bei függvénysorozatot az I intervallumon egyenletesen konvergen- 
snek nevezzük, ha Ve 5 0 esetén 1no(E) küszöbszám, hogy p,g 2 no(e) esetén 





fol) — fala] c e 


teljesül minden x € I esetén. 


12.1.12. Példa 


Legyen (fn(2)h21 — ve. 7] , zt E [0, 74-00). Mutassuk meg, hogy a 
A 1 


[0, oo) intervallumon a függvénysorozat nem egyenletesen konvergens. 











Megoldás: 
A pontonkénti konvergencia szerint: 
. na . Hú 1, haz50 
im - fő haz—0 
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A küszöbszám meghatározásához megoldjuk az 








na 
alt) — fir s —1] E 
[fala — Fal [s - 1] 
egyenlőtlenséget: 
nr—ny—1] c (ni- 1) - e, 
azaz 
1 c (ni 7-1) - E, 

átrendezve: 

1 

——-1cani, 

E 
tehát 


1 1 
no 2 (3-1), 
4 E 


Ezek szerint, ha c — 0, 1, akkor z — 10 esetén no(e, 1) — 1 és z — 1 esetén 
no(e, r) — 9. Tehát nincs r-től független küszöbszám, így a függvénysorozat 
nem egyenletesen konvergens. 


12.1.13. Tétel (műveletek függvénysorozatokkal) 
Ha az (fn(2) 521 és (gn(2)b21 függvénysorozatok az I intervallumon egyen- 
letesen konvergensek, és 


hm f(2 7 f(2) és hm 9z(d) eglr); 
akkor e függvénysorozatok konstansszorosa, összege, különbsége, szorzata 
és hányadosa is egyenletesen konvergál az I intervallumon a megfelelő 
határfüggvényhez, azaz: 


a) lim c - fa(m) — c: lim fo(m) — c: f(2); 


no oo no oo 


b) Jim (f.(m) £ 9n(2)) — Jim fa(r) - Jim 9a(m) — f(x) £ 9(a); 


c) Jim f.(2)  on(e) — lim fo(2) - Jim 9a(2) — f(x) : 9(2); 


no oo 


a fall ss 1) 
7 msogala) Um ga) 7 ga) 9919 7 1 
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12.1.14. Tétel (egyenletesen konvergens függvénysorozat határ- 
függvényének folytonossága) 

Ha az I intervallumon egyenletesen konvergens ( fa(x)b2e1 függvénysorozat 
függvényei folytonosak az I intervallumon, akkor az 


f(x) — lim fo(z) 


határfüggvény is folytonos az I intervallumon. 


Bizonyítás: 

Az egyenletes konvergencia miatt V € 5 0 esetén d no(Ec) természetes szám, 
hogy Va € I és n 2 ng(E) esetén 

E 


fala — fm 5 


Az fno(2) függvény bármely xo € / helyen folytonos, így van xro-nak olyan 
I-beli környezete, hogy e környezetben lévő minden 2 esetén: 


oket e 
Ekkor viszont: 
72) — (zo) — (F(2) — frolz)) Fk (frolr) — fxolro)) — (rola) — f(mo))I 5 
72) — fenol) [fno(z) — fol) [/nolz)— fal 2551 z e 


3 3 


Ez pedig azt jelenti, hogy f(x) folytonos az ro e / helyen. Mivel xg € I 
tetszőleges, ezért f(x) folytonos /-n. 














12.1.15. Megjegyzés 

A 12.1.8. Példában és a 12.1.12. Példában a függvénysorozat függvényei 
folytonosak a konvergenciaintervallumon, azonban a határfüggvény nem 
folytonos. Ez azért van, mert a szóban forgó példákban csak pontbeli kon- 
vergencia létezett és nem egyenletes konvergencia. 
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12.2 FÜGGVÉNYSOROK 


A végtelen valós számsorok esetén a sor tagjai valós számok (11.1.1. Definí- 
ció). Ha a sor tagjai függvények, akkor függvénysorokról beszélünk. 


12.2.1. Definíció (függvénysor) 
Legyen adott egy végtelen valós 1 fn(x) 21, z e I függvénysorozat: 


TAla s TAT sss falás rel. 


A függvénysorozat elemetből képzett végtelen sok tagból álló 
(12.1) fila) 4 felm) 4. fala — Yfule) 


formális összeget végtelen valós függvénysornak nevezzük. 


12.2.2. Megjegyzés 
Ha a (12.1) függvénysorban rögzítünk egy xo € / helyet, akkor az 


(12.2) fJi(z0) 4 felTo) - ... — fa(ro) - fa To) 


numerikus sorhoz jutunk. A kapott sor konvergenciájának vizsgálatára al- 
kalmazhatjuk az előző fejezetben megismert tételeket. 

Bizonyos 29 € I értékekre a (12.2) numerikus sor lehet konvergens, más érték 
helyettesítése esetén viszont a számsor lehet divergens. 


12.2.3. Megjegyzés 

A függvénysor összege függvény. Ennek meghatározásához, mint a numerikus 
sorok esetén, képezzük a (12.1) függvénysor részletösszeg függvényeinek 
sorozatát: 


(12.3) 19n(7) tni — a(z) 4 fela) — ... t Jn(2) hnsr 


12.2.4. Definíció (függvénysor pontonkénti ill. egyenletes konver- 
gencia) 

A 2 fal) függvénysor pontonként konvergens az I intervallumon, ha az 
(9n a pe a részletösszeg függvénysorozat pontonként konvergens az I inter- 


vallumon: 


hirna. 5 a) e S(2): 


n.o oo 
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Ekkor az §5S(x) függvényt a függvénysor összegfüggvényének nevezzük. 
Jelölése: 


Il) — 5(x). 


Ha az (S.(x2)b2 4 részletösszeg függvénysorozat egyenletesen konvergens az I 
intervallumon, akkor a (12.1) függvénysor egyenletesen konvergens I -n. 


A numerikus soroknál megismert szükséges és elégséges Cauchy-féle konver- 
gencia kritérium a függvénysorokra a már megismert definíciók alapján a 
következőképpen általánosítható: 


12.2.5. Következmény (Cauchy-féle kritérium a pontonkénti konver- 
genciára) 


A 2 fala) függvénysor az I intervallumon akkor és csak akkor pontonként 
n7-1 





konvergens, ha Ve 5 0 és Va € I ponthoz 3ng — nol(e, Tr) küszöbszám, hogy 
tetszőleges m53 n 5 nole, 1), (n.m e N) esetén 


ISm(2) — Sn(z)] c €, 
azaz 


Ifnna1(7) — ... 4 fm(m) I E 
teljesül. 
12.2.6. Következmény (Cauchy-kritérium függvénysorok egyenletes 
konvergenciájára) 
A XV fn(z) függvénysor az I intervallumon akkor és csak akkor egyenletesen 
n-1 
konvergens, ha Ve 5 0 és Vx € I ponthoz ing — no(e) küszöbszám, hogy 
tetszőleges m 5 n 5 ng(e), (nm e N) esetén 
ISm(7) — 5n(2)] c e, 
azaz 
Ifnn1(7) — ... 4 fm(x)I CE 
teljesül. 


E kritériumok alapján adódik a függvénysor egyenletes konvergenciájára 
vonatkozó Weierstrass-féle elégséges feltétel. 


12.2 FÜGGVÉNYSOROK 281 





12.2.7. Tétel (Weierstrass elegendő feltétele függvénysorok egyen- 
letes konvergenciájára) 
Ha a an pozitív tagú végtelen valós numerikus sor konvergens és minden 


n7-1 
n e N-re bármely 2 € I esetén 


[fn(z)I S an 


akkor a 2" fa(x) függvénysor az I intervallumon egyenletesen konvergens. 
n7-1 

Bizonyítás: 

Az egyenletes konvergencia Cauchy-féle kritériumának igazolásához legyen 

E 5 0. Ekkor Yan konvergenciája miatt létezik olyan no(e), hgy m:3n: 


nz1 
no(E) esetén 


ISm — Snl c €, 
azaz 
m n m 
j Ül j ak] — j ür! S6 
k-1 k-1 k—-n-ik1 














Alkalmazva a (anh-i sorozat majoráns tulajdonságát, kapjuk, hogy 


9. a 


k—ni-1 


c FV Ildi s Vo ace ha zel. 


ISm(2)—Sn(2)] — 








Tehát a 9)" folt) függvénysor teljesíti a  Cauchy-kritérium feltételeit 














ni 
(12.2.6. Következmény), így egyenletesen konvergens. 


12.2.8. Példa 
Legyen adott a 
sinjr — sint2T sin nr 
11 -k 2] -k ... -b 1 
függvénysor. Vizsgáljuk meg, hogy egyenletesen konvergens-e az adott 
függvénysor! 


T ..., xz E (—o0o, 00) 








Megoldás: 
Bármely xz € (—o0, 1-00) esetén 


sin nr 1 





n! ny 
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Tehát a 


00 


1 
2.A 


n-l1 


20 al 
számsor az adott függvénysor majoránsa. A 9) — SOT konvergens, mivel a. 
n-1hN: 


D" Alembert-féle hányados kritérium (11.4.8. Tétel) szerint 


f8 ! 1 
lim ÉL — lim — — — lim SŐZ1, 
nooco dan n-00(n-3-1)! n-0ni1 








Ezért a Weierstrass-féle elegendő feltétel (12.2.7. Tétel) szerint az adott 
függvénysor egyenletesen konvergens. 


Felmerülhet a kérdés, hogy vajon öröklődik-e egy konvergens függvénysor 
tagjainak folytonossági tulajdonsága az összegfüggvényre? Erre ad választ 
az alábbi tétel. 


12.2.9. Tétel (egyenletesen konvergens függvénysor összegfüggvé- 
nyének folytonossága) 
Ha az I intervallumon egyenletesen konvergens 


9/(a) — 5(x) 


függvénysor tagjai folytonosak az I intervallumon, akkor az S(x) összegfüggvény 
is folytonos az I intervallumon. 


Bizonyítás: 
Legyen 29 € J/ tetszőleges rögzített pont. Azt kell igazolni, hogy bármely 
E 5 0 esetén létezik ó - 0, hogy [z — xo] C ó, z € I esetén 


IS(z) — 5(xo)] c ec. 
Írjuk fel a vizsgált különbséget a következő alakban: 


5(2) — 5(x0) — Dfildr MV fele) — pol mé fuz) - 


— TD fele) — DD fs(z0) [ 


Sészőls SE jeezl 
Sn(x) Sn(x0) 





ba. fuz) : 


k—ni-1 k—n-i1 
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Az egyenletes konvergencia miatt az / intervallum bármely Tr, ro pontjaiban 
az n indexet megválaszthatjuk olyan nagyra, hogy teljesüljön: 


2. f(DI c 


k—ni1 


Im 





és 


95 dakzol[ sa 


k—ni-1 


Im 








Rögzített n esetén az 5,(T) n-edik részletösszeg folytonos az xg helyen, mivel 
E 
véges számú folytonos függvény összege. Ezért bármely € - 0-hoz, így — 5 0- 


hoz is található olyan ó 5 0, hogy az / intervallum minden x helyén, ha 
z — xo] C ó, akkor 


ISa(2) — Sn(zol € 5 


Mindezt figyelembe véve kapjuk, hogy 


5(2—S(z9l — 15.(2—S(zol! DD fak D f(zo)l 255546 — e. 


3.3. 3. 
k—ni-1 k-ni1 





Tehát S(r) folytonos az ro helyen, amely tetszőlegesen választott pontja az 
I intervallumnak, így S(T) folytonos az / intervallumon. 














12.2.10. Definíció (abszolút konvergens függvénysor) 
A 9 fn(z) végtelen függvénysort abszolút konvergensnek nevezzük az I in- 
nzi 


tervallumon, ha a 
95. 
n7-1 


függvénysor konvergens az I intervallumon. 


12.2.11. Megjegyzés 

A 12.2.10. Definícióból az következik, hogy azok a függvénysorok, amelyekre 
teljesül a Weierstrass féle elégséges konvergencia kritérium (12.2.7. Tétel) 
nemcsak egyenletesen konvergensek, hanem abszolút konvergensek is. 
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12.3  HATVÁNYSOROK 
12.3.1. Definíció (hatványsor) 
Az 
(12.4) a94a1:3-4a2:3-k...Fan: 3... 7 Y ap: zt 
k—0 
alakú függvénysort origó középpontú hatványsornak nevezzük, ahol az ax valós 
számok a sor együtthatói (k — 0, 1, ...). 


12.3.2. Megjegyzés 
A hatványsor általánosabb alakja az ún. a középpontú hatványsor (a € R): 





(12.5) ao--a1:(2—a) az :(7— a)... an: (7— a)" -k... — 9 ax:(7— a). 


Ez a hatványsor (z — a) — y helyettesítéssel az y hatványai szerint haladó 
(12.4) alakú origó középpontú hatványsorba megy át. Igy elegendő csak a 
(12.4) alakú hatványsorral foglalkozni. 


12.3.3. Megjegyzés 
Nyilvánvaló, hogy az z — 0 pontban a (12.4) hatványsor konvergens és 
összege: 


5. üg 


A függvénysorokra vonatkozó tulajdonságok, megállapítások nyilván a 
hatványsorokra is érvényesek. A hatványsorok egyszerűbb szerkezete miatt 
célszerű néhány tulajdonságukat külön is megvizsgálni. 


12.3.4. Tétel (pontbeli konvergenciából illetve divergenciából adódó 

tulajdonságok) 

Ha a Xan: 3" hatványsor az x — xg helyen konvergens, akkor a hatványsor 
n7-0 

a (—To, 10) intervallumon, azaz, ha Ix] — Irol abszolút konvergens. 

Ha a sor az x — xo helyen divergens, akkor divergens minden olyan x helyen 

is, amelyre Iz] 5 Izol, azaz a (—o0, —29) illetve (xo, t-oo) intervallumokon. 


Bizonyítás: 
Mivel a hatványsor az To pontban konvergens, ezért szükségképpen tagjai 
0-hoz tartanak: 

lim a, : xg — 0, 


no oo 
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így korlátosak is, azaz 3 K 5 0, amelyre bármely n € N-re: 
üg EK 


Ha x € (—29, 70), azaz Iz] — Izo]l, akkor 


n n 


n 























1; x ő; , ú 
lan: 37] — lan: 30" —1— lan: zl:1—] SK: ]— és —] cl. 
tg Do To Lo 
sss áj" 1 gés 2. bed , ; 
A VK -]J—] sorg— ]—] c 1 kvóciensű konvergens mértani sor, amely 
n7-0 10 10 











egyben majoránsa a 


Plan 21 — laol 4 lasz] - ... 4 lanz?] A... 


n7-0 


(e el 
hatványsornak. Igy a majoráns kritérium szerint a ) , lan: r"] sor konvergens, 
n7-0 


tehát a ) an : 1" hatványsor abszolút konvergens. 
n7-0 

A második rész bizonyításához vegyük figyelembe, hogy amennyiben az 

Irl 5 Izxzol helyen a sor konvergens lenne, akkor az első rész szerint ab- 

szolút konvergens lenne a sor az zt — ro pontban. Ez viszont ellenkezik a 

feltételünkkel, miszerint a sor az xrg helyen divergens. 














12.3.5. Megjegyzés 
A 12.3.4. Tételből látható, hogy a hatványsor konvergenciaintervalluma egy 
olyan intervallum, amelynek középpontja a 0 pont. 


12.3.6. Definíció (konvergenciaintervallum, konvergenciasugár ) 


00 
A Yan:1" hatványsor konvergenciaintervallumának azt az origó körüli szim- 
n7-0 
metrikus (—r,r) intervallumot nevezzük, melynek pontjaiban a hatványsor ab- 
szolút konvergens. Az r számot (a konvergenciaintervallum félhosszát) kon- 


vergenciasugárnak mondjuk. 


12.3.7. Megjegyzés 

A konvergenciaintervallum végpontjainak valamelyikében, esetleg mind- 
kettőben a hatványsor lehet konvergens illetve divergens. Így a számítások 
során külön vizsgálatot igényelnek a végpontok. 
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12.3.8. Tétel (konvergenciasugár meghatározása) 


00 
Ha a Yan: 1" hatványsor esetén a 
n7-0 


vén és lim 
n500 §/ lan] 


lim 


n-oo 











dn-4-1 


határértékek léteznek, akkor ezek megegyeznek és közös értékük határozza meg 
a hatványsor konvergencia sugarát: 


1 


n-ano b 
lan] 


r — lim - 


no 














dn-1 


Bizonyítás: 
A numerikus soroknál megismert hányados kritérium (11.4.8. Tétel) alapján 
a sor abszolút konvergens, ha 





























össggt 
lim [EJ 1, 
n-oo de 
melyből 
. a 
li sz al, 
n—-60 dn 
illetve 
ő dn--1 
lim Ir] c 1, 
n-oo an 
következik. Ekkor ű 
Iz] c ; 
§ dn--1 
lim 
nocol an 
amelyből adódik, hogy 
Ir] c lim 
11-00 dn-1 








Továbbá, a gyökkritérium (11.4.17. Tétel) felhasználásával, az adott sor ab- 


szolút konvergens, ha 
lim A/lanz"] — 1, 
n.o 


lim Iz] 4/ lan] 1, 
n.o 
Iz]: líim Alan] — 1. 
n.o 


ahonnan 


azaz 
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Tehát 





Ir] c lim 
noÖoon lan] 


egyenlőtlenségekből adódik a 





és Ir] c lim 


noGoon 


Az Iz] ca lim 


n-oo 


dn-1 Fil 

(12.3.4. Tétel) alapján, hogy ha léteznek az egyenlőtlenségekben szereplő 
határértékek, akkor azok szükségképpen megegyeznek és közös r értékük adja 
a konvergenciasugarat. 




















12.3.9. Megjegyzés 











HA 
n7-1 


Ha a 12.3.8. Tételben szereplő határértékek nem léteznek, de a ( 
dn3-1 


illetve a ( 1/ ani) sorozatnak vannak torlódási pontjai, akkor 
n-1 


1 
Tr — az lim inf 


lim sup Ian] 779 
n.o 


vagyis a legnagyobb illetve legkisebb torlódási értéket kell felhasználni. 


dan 








, 








dn-1 


12.3.10. Példa 
Határozzuk meg a, 





hatványsor konvergenciaintervallumát! 

















Megoldás: 
2n 2171 
Itta S —; üssi . Ezért 
a Ti -H 21 
2" . 1 1 1 
ra hm sz ggg EE a. age TET sző 
n.600 [ dn3-1 noGoo Nn: 2n71 nooo 2n 2 
11 öz TA 3 8 
A 57 konvergenciaintervallumon tehát a hatványsor abszolút konver- 
gens. 
Ha GE HÜ akkor a keletkező numerikus sor: 
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amely Leibniz-típusú alternáló sor, azaz konvergens. 


Ha z — 7? akkor az 
Tk eseti ses 
2 3 n 
divergens harmonikus sort kapjuk. Ezek alapján a hatványsor konvergencia- 


intervalluma: 
1. 
2 2J 


12.3.11. Példa 





Adjuk meg a 
OS ató 2 n 
Jeee sékel d 
-gn! 1! 2! n! 


hatványsor konvergenciasugarát! 


Megoldás: 
A 12.3.8. Tétel alapján 


1 


— lim ni — lim(n-k 1) — --oo. 


dn 








r — lim 


no oo 











dn-1 





Mivel a konvergenciasugár végtelen, így bármely z € R esetén a hatványsor 
abszolút konvergens. 


12.3.12. Példa 
Számítsuk ki a 





(e el 
Y 7-14rzhrk... kzt... 
n-0 


hatványsor konvergenciasugarát és adjuk meg konvergenciaintervallumát! 


Megoldás: 
A 12.3.8. Tétel alapján 


1 
ra lm — —— a líim-——1 
noÖoon lan] n500 4/1 


Ha x — 1, akkor a 





Y1"-1414...41-4... 
n-0 
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numerikus sort kapjuk, amely divergens. 
Ha x — —1, akkor a 


9(—)7T—-1—141—16... 
n7-0 
sor adódik, amely szintén divergens. Így a konvergenciaintervallum: 
(—1,1). 
12.3.13. Példa 
Határozzuk meg a, 


dna 7-1-41!-242!-2334...4nl-m a... 
n7-0 


hatványsor konvergenciasugarát és adjuk meg konvergenciaintervallumát! 








Megoldás: 
A 12.3.8. Tétel alapján 
! 
ra lm Sá — lá s 
n600ldnyi1 n-00(n3- 1)!  n-0oni1 








Ekkor a konvergenciaintervallum egyetlen pontból, a hatványsor középpontjából 


áll: 
105. 
12.3.14. Tétel (egyenletes konvergencia zárt részintervallumon) 


(e ej 

A MM anz" hatványsor a (-—r,r) konvergenciaintervallum minden [a,b] c 
n7-0 

(—r,r) zárt intervallumon egyenletesen konvergens. 


Bizonyítás: 
Válasszunk meg egy c értéket úgy, hogy 


—razacbcaccar 
teljesüljön. Mivel c a konvergenciaintrevallumban van, ezért az 
ag Hac tao h... Fan A... 
sor abszolút konvergens, vagyis az 


ao -k aal - lel - laz] - lel -.. — lan] - le9l -t 


290 12 FÜGGVÉNYSOROZATOK ÉS FÜGGVÉNYSOROK 





nem negatív tagokból álló numerikus sor konvergens. Ha a a z 2 b, akkor 
00 
a Weierstrass-féle elégséges kritérium értelmében a, ) anr" hatványsor az 


n7-0 
la, b] zárt intervallumon egyenletesen konvergens, mivel 


lanz"] S lan]: Iz" S lan] : le] 











teljesül bármely x € [a,b] és bármely n e N esetén. 





12.3.15. Tétel (hatványsor tagonkénti differenciálhatósága) 
Az 


ag tai1T rt ... F ani" - ... — át 
n7-0 
hatványsor r konvergenciasugara egyenlő a tagonkénti differenciálással kapott 
a1 ht 2aoz 4... Fnanr 1 A... — yen egg 
n-1 


hatványsor ri konvergenciasugarával,. 


Bizonyítás: 
A tagonkénti differenciálással kapott hatványsor konvergenciasugara: 
































. n:-dan . n dj ; üz 
ra — lim [——— ———— 1 — lim : s [ím ST, 
n5600[(nt 1) : anyi nocont il lanyi n56001dn4x1 
mivel 
lim sSl 
nÖcon -- 


A tagonkénti differenciálással kapott hatványsor tehát ugyanúgy abszolút 
konvergens a (—r, r ) intervallumban, mint az eredeti sor ill. ugyanúgy egyen- 
letesen konvergens. 














12.3.16. Tétel (Ábel tétele az összegfüggvény folytonosságáról) 
Bármely Tá — S(2) hatványsor S(x) összegfüggvénye folytonos a kon- 
jekgerád stét aktái; 

Bizonyítás: 


A sor tagjainak folytonossága és az egyenletes konvergencia biztosítja, hogy 
az állítás igaz. 














12.4 TAYLOR-SOR 291 





12.3.17. Tétel (összegfüggvény differenciálhatósága a konvergencia- 

intervallumon) 

Bármely Yarr" — S(x) hatványsor S(x) összegfüggvénye differenciálható 
k—0 


a konvergenciaintervallum belső pontjaiban, és deriváltja a sor tagonkénti 
deriválásával kapható meg. 


Bizonyítás: 
A sor tagjainak differenciálhatósága (12.3.15. Tétel) és a tagonkénti de- 
riválással kapott sor egyenletes konvergenciája miatt teljesül az állítás. 














12.4  IAYLOR-SOR 


Már ismeretes számunkra, hogy egy hatványsor a konvergenciaintervallum- 
ban egy összegfüggvényt határoz meg. Felmerül a kérdés, hogy vajon elő 
lehet-e állítani egy adott függvényt hatványsorba fejtéssel? Ezt vizsgáljuk a 
továbbiakban. 











Már bevezettük az f : R — R függvény 29 ec D/; helyhez tartozó n-ed fokú 
Taylor-polinomját (10.2.1. Definíció): 











His (n) (gp LATE [4 TVEB : 
T(T) — jat T  tgzááátjétsa ssel e ) tgszágójő - se c LYEZS Jő 


és ismerjük a Taylor-formulát (10.2.5. Tétel): 





áülké 2 aj 
f(2) — Ta(2) - Te" Diz —gxo)""", €E€(m—ő Trot ő), 
ahol az free) 
Rn41(z) — TE szegje 


kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezzük. 


12.4.1. Definíció ( Taylor-sor, Maclaurin-sor ) 
Ha az f függvény akárhányszor differenciálható az xg hely valamely 
környezetében, akkor a 





2 f(x) 
pg Hl efezdég)" 
k—0 ; 
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végtelen hatványsort az f függvény xo pont körüli Taylor-sorának nevezzük. 
Amennyiben az xo — 0 helyen tekintjük az f függvény Taylor-sorát, akkor az 
JT függvény Maclaurin-soráról beszélünk. 


12.4.2. Megjegyzés 
A Taylor-sor n-edik S,(x) részletösszegét az f függvény n-ed fokú Taylor- 
polinomjának mondjuk. Jelölése: 





ne FV (ze j 
Tag eyY E e ec zjt 08, 


k! 
k—0 


Vegyük észre, hogy a Taylor-sor a hatványsor egy speciális esete. 


12.4.3. Példa 
Írjuk fel az f(z) — e7 függvény Maclaurin-sorát és Taylor-sorát az To — 3 
hely körül! 








Megoldás: 
Az adott függvény akárhányszor differenciálható és 
f(a) — ez, 
ezért 
f9(0)—e9 — 1. 
Így fi 
e7 17 s se k... A Ég kH... 28 
1! 2! n! mg n 
Ha x9 — 3, akkor 
Féejze, 
ezért az To — 3 pont körüli Taylor-sor: 
2 e? e? e? n — 63 fa 
e seagi erjedő test — 8) esz 9 ge 3) : 


Egy adott f függvény Taylor-sorfejtésekor azonnal felvetődik a kérdés, 
hogy vajon a kapott Taylor-sornak, mint hatványsornak mi lesz az 
összegfüggvénye? Azt várnánk, hogy az összegfüggvény mindig az adott f 
függvény legyen. Ez azonban nem mindig igaz. Az viszont mindig fennáll, ha 
egy adott f(r) függvény előállítható egy ro körüli hatványsor összegeként, 
akkor ez csak egyféleképpen lehetséges, amikor ez a hatványsor az f függvény 
xo hely körüli Taylor-sora. 
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12.4.4. Tétel (a hatványsor és a Taylor-sor egybeesése) 
Ha az xg hely környezetében az 


ag 4 a1(z — 29) A ... 4 an(z — 30)" ht... 


hatványsor összegfüggvénye f(x): 
fe) — Vol — zo), 
k—0 


akkor f(x) ebben a környezetben akárhányszor differenciálható és ez a 
hatványsor nem más, mint az f(x) függvény xo9-körüli Taylor-sora. 


Bizonyítás: 

Az f függvény akárhányszori differenciálhatósága a 12.3.17. Tételből 
következik. Továbbá az zx — ro helyettesítéssel kapjuk, hogy ag — f(xo). 
majd tagonkénti ismételt deriválással és zt — ro helyettesítéssel azt kapjuk, 


hogy 
f (0) I" (20) TES Feo(z) 


je agg ék SAM ál 


Tehát a hatványsor valóban f Taylor-sora. 





di — PEST 














12.4.5. Megjegyzés 
A 12.4.4. Tétel azt állítja, hogy bármilyen módon jutunk el egy adott f 
függvény hatványsoros felírásához: 


f(2) — ag 4 a1(z — 29) 4... 4 an(z — To)" - ..., 
ez a hatványsor mindig az f függvény xo körüli Taylor-sora lesz. 


Most választ adunk arra a kérdésre, hogy egy adott f függvény Taylor- 
sorának az összegfüggvénye mikor lesz egyenlő f(x)-el, azaz mikor teljesül 
az alábbi egyenlőség: 




















/ " (n) 
Hi saga mü (7— 9)? ... 4 ! vedi (r— 70)" A... — f(m). 
12.4.6. Definíció ( Taylor-sor n-edik maradéksora) 
Az 
(k) 
R.(z) — ; st Wii aj" — Tn(z) — 
k—0 ; 
c fp) z rw) er) 
VE — 291 DER — at DET te — zo) 
k—0 j k—0 j k—n--1 : 


különbséget a Taylor-sor n-edik maradéksorának (maradéktagjának) nevezzük. 
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12.4.7. Megjegyzés 
Az R,(x2) maradéktag többféle alakban is előállítható. A 10.2.5. Tételben 
ismertük meg a maradéktag Lagrange-féle alakját: 


TIRKMESÁG 


(n-3 1)! (z— zo", — €€(To— őző). 


R.(2) E 


Ismert még a Cauchy-féle alakja is: 


Madkdllek És 
R.(2) — —ar (2—6(r— To) € €(10— ő, Tot Ó). 
12.4.8. Tétel (szükséges és elégséges feltétel egy függvény Taylor- 
sorral való előállítására) 
Ha az f függvény az xo pont valamely I környezetében akárhányszor differ- 
enciálható, akkor 


j"" (70) 


n! 


f (10) 


f(x0) 4 1! 





(2 — 29) 4 ... a 





(z — To)" A... 


Taylor-sor akkor és csak akkor állítja elő az f függvényt, azaz a Taylor-sor 
összegfüggvénye akkor és csak akkor lesz egyenlő f(xr)-el, ha bármely x e I 
pontban 





ahol€ el. 


Bizonyítás: 


e Elégségesség. 
Ha lim R,(x) — 0, akkor az 


no00 


Taylor-képlet alapján: 


lim f(x) — lim (T(x) -- R.(2)), 


no oo n-oo 


azaz 


20 F(4) (gy a 
f(x) — im T(x) — S s 1 sdfg szgk 


nooo 
k-1 
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e Szükségesség. 
Fordítva, ha lim 79(r) — f(x), akkor szükségképpen 


lim R.(x) — 0. 
A 12.4.8. Tétel alapján már megadható egy elégséges feltétel ahhoz, hogy 
egy adott függvény Taylor-sora előállítsa a függvényt. 


12.4.9. Tétel (elégséges feltétel egy függvény Taylor-sorral való 
előállítására) 

Ha az f függvény az xg hely (zo — h, xo 34 h) környezetében akárhányszor 
differenciálható és van egy közös K 5 0 korlát, amelyre 


FAS ÉS 
n — 0,1,2,... és bármely z € (0 — h, To 4 h) esetén, akkor az 
(20 E h, Do - h) 


intervallumban az f függvény xo pontbeli Taylor-sorának összege egyenlő 
f(2)-el, azaz a Taylor-sor előállítja az adott f függvényt: 


FT (x0) j9 (19) 


T er (z— T9)"- ... 


f(z) — f(x) 


Bizonyítás: 
Az adott feltételek mellett igazoljuk, hogy az R.(r) maradéktag nullához 
tart, ha n - co. A maradéktag Lagrange-féle alakját nézve, mivel 


IF9(mISK, vne NN 


és bármely z € (0 — h, xo 1 h) esetén, ezért 





(2 — To) F... 




















(n-1) . M n--1 e n--1 ht 
IRa(2)] — J (§) : (z— 70) 4 Ki iz — Tol 2 És ; 
(n3 1)! (n 7-1)! (n 7-1)! 
n--1 
Igaz, hogy Jim HET — 0, mint egy konvergens 
Seen tt 
172 
se (nt 1)! sari 


sor általános tagja. A 9) ba sor konvergenciáját a hányados kritérium biz- 
n7-0 
tosítja: 
b, pt. (n- 1)! 
lim AE — lim edazéss 


Azaz lim R.(x) — 0. 


sün e 
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12.5 NEVEZETES HATVÁNYSOROK 


12.5.1. Definíció (exponenciális függvény ) 
Az 


aan : 
e? — exp(r) :— ba a TER 


n7-0 





képlettel értelmezett függvényt exponenciális függvények nevezzük. 


12.5.2. Megjegyzés 
Mivel lim 4n! — too, ezért a fenti hatványsornak a konvergencia sugara 





--oo (12.3.8. Tétel), tehát a hatványsor az egész IR halmazon (abszolút) kon- 
vergens. 


12.5.3. Definíció (szinusz-hiperbolikusz és koszinusz-hiperbolikusz 
függvény ) 
A 


2n--1 2n 


sh(T) — Ha Eszi és éhir) E tj ú7I 





képletekkel értelmezett függvényeket hiperbolikus függvényeknek nevezzük. 
Az első függvényt szinusz-hiperbolikusznak, a másodikat pedig koszinusz- 
hiperbolikusznak mondjuk. 


12.5.4. Megjegyzés 

Könnyen látható, hogy mindkét függvény konvergenciatartománya az egész 
valós számhalmaz, és a definícióból azonnal adódik, hogy sh páratlan, ch 
pedig páros függvény, azaz 





sh(—r) — —sh(2) és ch(—2) — ch(2), ha reR. 


Az alábbi tétel a hiperbolikus függvényeknek ez exponenciális függvénnyel 
való kapcsolatát írja le. 


12.5.5. Tétel 
Bármely x € R esetén 





disz exp(r) mész ilsmel , elj exp(r) 4 exp(—1) 








továbbá 
exp(x) — sh(z) -£ ch(2). 
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Bizonyítás: 
A bizonyítás során felhasználjuk a 11.8.5. Tételt: 


exp(z) — exp(—-r) 1 am a (—a) 
; aa -3( ság 3] - 


5 1—(—D? a? ű 
s : z ————— — sh(2). 
Ugyanígy látható be a ch függvényre vonatkozó állítás is. A harmadik egyen- 


lőség hasonlóan, vagy az első két összefüggést felhasználva igazolható: 


kész exp(r) sás zlae i exp(1) 1ZESSEt zésű 


























12.5.6. Tétel (A hiperbolikus függvények addíciós tétele) 
Bármely x,y E R esetén 


sh(x 4 y) — sh(2) ch(y) -— ch(z) sh(y) 





és 
ch(xz -- y) — ch(r) ch(y) -- sh(2) sh(y). 
Bizonyítás: 
Az első összefüggés igazolásához tekintsük az egyenlőség jobb oldalán 
található összeget és alkalmazzuk az 


exp(r) — e? 


jelölést. Felhasználva a 12.5.5. Tétel összefüggéseit: 


e7—e? ey3e7 ) e7te? ey—e7 
. 3 


sh(z) ch(y) -k ch(x) sh(y) — —— B B — , 





azaz 
2elzty) . 29e7-(21y) 
sh(x) ch(y) -- ch(z) sh(y) — ll fi ll — sh(z - y). 

















A második addíciós tétel hasonlóan igazolható. 


12.5.7. Definíció (szinusz és koszinusz függvény) 


A 
00 pri B S 7 an 
sin(z) — 2 ED ETTDI és cos(r) — 2. (ny! 


n7-0 
képletekkel értelmezett függvényeket szinusz, illetve koszinusz függvényeknek, 
összefoglaló néven pedig trigonometrikus függvényeknek nevezzük. 
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12.5.8. Megjegyzés 
Látható, hogy mindkét függvény konvergenciatartománya az egész valós 
számegyenes, továbbá, hogy sin páratlan, cos pedig páros függvény, azaz 





sin(—T) — — sin(r) és cos(—T) — cos(1), ha zeR. 


A trigonometrikus és a hiperbolikus függvények között pedig a fennáll a 
következő kapcsolat. 


12.5.9. Tétel 
Bármelyz e R esetén 





sh(ir) — isin(x),  ch(ir) — cos(2), 


illetve 
sin(ir) — ish(z),  cos(ixr) — ch(2). 
Bizonyítás: 
: 29 (in) e jan p2n-1 90 i(—1) "azrt o 
h kezd KEETEESEZEEEZ EZEKET EZÉ SOTET EZEK ete ESZES TÜZE TEZEE TB TT Kazi Pa 
aki a (Onx1)! 2 Onx1! 2 fg gp" 











A többi egyenlőség igazolása teljesen analóg. 





A következő tétel a trigonometrikus függvényeknek az exponenciális 
függvénnyel való összefüggését írja le. 


12.5.10. Tétel 
Bármely x € R esetén 





Hl exp(ixr) — exp(—ir) 








sin(z) FE 
és : : 
össz exp(ir) 4 IEDÁESK 
2 
továbbá 
exp(ixr) — cos(r) 4 isin(2). 
Bizonyítás: 


Az állítás igazolásához használjuk fel az exponenciális függvény és a hiperbo- 
likus függvények kapcsolatát leíró 12.5.5. Tételt, valamint a 12.5.9. Tételbeli 
összefüggéseket. Ekkor kapjuk, hogy 








HhÜs) Hl exp(ixr) — exp(—ir) 


sin(z) — j FE 
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és : : 
exp(ir) 4 exp(—ir) 


cos(r) — ch(ix) — 3 , 





illetve 
exp(ix) — sh(ix) -- ch(iz) — isin(z) -- cos(1). 














12.5.11. Megjegyzés 
A 12.5.10. Tétel utolsó egyenlőségét szokás Euler-azonosságnak is nevezni. 


12.5.12. Tétel (A trigonometrikus függvények addíciós tétele) 
Bármely x,y E R esetén 





sin(z -- y) — sin(z) cos(y) -- cos(z) sin(y) 


cos(z -- y) — cos(T) cos(y) — sin(2) sin(y). 
Bizonyítás: 


Használjuk fel a hiperbolikus függvények addíciós tételét és a 12.5.10. Té- 
telbeli összefüggéseket. Ekkor nyerjük, hogy 


sé] 








sh(iz 4 iy) 


sin(T ty) — ch(ixr) — ch(ix) stl 


sin(T) cos(y) -— cos(z) sin(y). 





A cos függvényre vonatkozó összefüggés teljesen hasonlóan látható be. 











A sb, ch, sin és cos függvények segítségével további fontos hiperbolikus és 
trigonometrikus függvényeket értelmezhetünk. 


12.5.13. Definíció (th, cth, tg és ctg függvény) 
Ha 2 € R, akkor legyen 














0-8, a 
illetve ; ) 
tam — S étele) - 


feltéve, hogy a megfelelő kifejezés nevezője nem nulla. A fenti függvényeket 
rendre tangens hiperbolikusz, kotangens hiperbolikusz, illetve tangens és 
kotangens függvényeknek nevezzük. 
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